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Einleitung

in Arbeit: Die Einleitung fehlt noch.
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Der Metropolis-Hastings-Algorithmus

DerINITION Eine ergodische Markov-Kette heifst (zeit-)reversibel (im Englischen mitunter auch in
detailed balance), wenn fiir die stationdre Verteilung w und alle Zustdnde i und j gilt:

wipij = W]P]1 . &

Zur Begriindung dieses Namens mache man sich klar, dass w;Py; die Wahrscheinlichkeit ist, dass
man bei einer Markov-Kette im stationdren Zustand bei einem Schritt gerade einen Ubergang
von Zustand i nach Zustand j beobachtet, und w;Pjq die Wahrscheinlichkeit, dass man bei einem
Schritt umgekehrt einen Ubergang von Zustand j nach Zustand 1.

Als Beispiele konnen die folgenden Ketten dienen:

DEerFINITION Es sei G = (V,E) ein zusammenhédngender ungerichteter Graph ohne Schlingen
und 0 < B < 1 eine reelle Zahl. Mit d(i) bezeichnen wir den Grad von Knoten 1 und es sei
d = max;¢y d(i). Die Ubergangswahrscheinlichkeiten Pi; der Markov-Kette M g sind dann wie
folgt definiert:

B/d fallsi#jund (i,j) € E
Piyj =40 fallsi#jund (i,j) ¢ E
1—d({i)p/d fallsi=j o

Man kann sich tiberlegen, dass fiir die so definierten Markov-Ketten die Gleichverteilung die
stationdre Verteilung ist. Da der Graph zusammenhéngend ist, ist die Kette irreduzibel. Fiir 3 < 1
ist sie aufierdem aperiodisch und reversibel.

Eine kleine Verallgemeinerung liefert schon eine ganz einfache Variante des sogenannten Metropo-
lis-Hastings-Algorithmus. Sei dazu p eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf V, die nirgends 0 ist.
Dann betrachte man folgende Festlegungen:

min(1,%)-ﬁ/d fallsi#j und (i,j) € E
Py =40 fallsi+#jund (i,j) ¢ E
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Auch diese Markov-Kette ist reversibel, was man zum Beispiel so sieht. Sei i # j und (i,j) € E
(die anderen Félle sind trivial). Dann gilt:

=1

piPi; pimin(l,%)-ﬁ/d_ g—;/g—} falls p; < p;

PiPii  p; min(],%)ﬁ/d %%% falls p; > p;j
Wegen des folgenden Lemmas kennt man auch sofort die stationdre Verteilung dieser Markov-
Kette: Es ist p.

LEmMMA. Ist M eine ergodische Markov-Kette und q eine Verteilung mit der Eigenschaft, dass fiir
alle Zustande i und j gilt, dass q;Pi; = q;Pj; ist, dann ist q die (eindeutig bestimmte) stationére
Verteilung von M.

Bewers. Fiir alle i ist
(@Pi=) qPji=) aPi=qi) Piyj=qi-
j j j
u

Fiir den klassischen Algorithmus von Metropolis u. a. (1953) ist eine zeilenstochastische Matrix Q
gegeben, die symmetrisch ist (diese Einschrankung wurde von Hastings (1970) beseitigt). Ziel
ist aber eine reversible Markov-Kette mit Ubergangsmatrix P, deren stationire Verteilung w nur
indirekt gegeben ist. Festgelegt ist namlich nur eine Funktion H: S — R mit der Eigenschaft, dass
e~ ") proportional zur Wahrscheinlichkeit von Zustand i in w ist. Der Proportionalititsfaktor
ist natiirlich Z = 3 ;g e~ (1),

Q heif3t tiblicherweise proposal matrix, H energy function und Z partition function.

Das Schone am Metropolis-Algorithmus ist, dass man Z gar nicht kennen muss. (In manchen
Anwendungen in der Physik ist S sehr grofs.)

in Arbeit: Der Rest fehlt noch.

9.3

Simulated Annealing

Dieser Abschnitt fehlt noch.
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