Einige grundlegende Techniken fiir Zellular-
automaten

Ziel dieses Kapitels ist es, einige Techniken und Konzepte vorzustellen, die bei der Konstruktion
von Algorithmen fiir ZA immer wieder auftauchen. Dazu gehoren zum Beispiel Signale, das
Markieren ausgezeichneter Zellen und Zeitpunkte (einfache Félle; schwierigere wie z.B. Syn-
chronisation werden im ndchsten Kapitel behandelt). Dies ist Gegenstand des ersten Abschnit-
tes. Im zweiten beschéftigen wir uns dann mit der Verwendung von ,Zahlern” und einfacher
Arithmetik mit Zahlen, deren Bits in aufeinander folgenden Zellen gespeichert sind.

6.1

6.1

6.2

6.3

Signale und Markierungen

Wir haben schon des dfteren Ausschnitte aus Raum-Zeit-Diagrammen dargestellt, wie zum Bei-
spiel in Wir stellen sie iiblicherweise nur fiir eindimensionale Zellularautomaten dar und
zwar so, dass horizontal die Raumkoordinate aufgetragen ist und die Zeit von oben nach unten
wiéchst. Gelegentlich werden nicht die vollstindigen Zustdnde angegeben, sondern nur , Teile”
davon, z. B. die Inhalte eines bestimmten Registers in jeder Zelle.

Als erstes gehen wir auf Signale ein, wie sie etwa schon in Beispiel 3.12| benutzt wurden.

BrersprieL. Wenn sich in DRAHTWELT ein Elektron von links nach rechts durch einen einfachen,
»,waagerechten” Draht bewegt, dann legt das Elektronenvorderteil in dem Sinne ein Signal e fest,
dass fiir eine Reihe aufeinanderfolgender Zeitpunkte t € T die Koordinaten der Zelle festgelegt
sind, in der sich das Signal ,gerade befindet”, z.B. e(0) = (x,y), e(1) = (x +1,y), e(2) = (x+
2,y), usw.

Wir sind hier natiirlich nur an Signalen interessiert, die von Zellularautomaten , erzeugt” werden
konnen. Um dies prézisieren zu kénnen, legen wir zunichst ein mal fest:

DEerINITION Eine Abbildung s: T — Rmit T = Ng oder T = {0, ..., n} heifle ein Signal. O

s(t) gibt also die Zelle an, in der sich das Signal zum Zeitpunkt t befindet. Damit das Signal
konstruierbar ist, ist es jedenfalls notwendig, dass es sich in jedem Schritt hochstens von einer
Zelle zu einer (bzgl. N) benachbarten Zelle ,bewegt”. Mit anderen Worten muss fiir alle t gelten:
s(t) —s(t+1) € N. (Man tiberlege sich genau, dass hier kein Vorzeichenfehler vorliegt!) Zweitens
sollte man das Signal ,leicht erkennen” kénnen. Und drittens sollte die Konstruktion durch die
Arbeit eines ZA bewerkstelligt werden, und nicht schon in der Startkonfiguration kodiert sein.

UBuNG. Man zeige, dass die dritte Forderung wesentlich ist: Ansonsten kann jedes Signal, das
die beiden ersten Forderungen erfiillt, , konstruiert” werden.

Die folgende Definition berticksichtigt diese Forderungen auf besonders einfache Weise.
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DeriniTION Ein Signal s heifit genau dann (ZA-)konstruierbar, wenn es einen Zellularautomaten
C=(Q,...), einen Zustand s’ € Q \{—} und eine Menge L C QN lokaler Konfigurationen gibt,
so dass C ausgehend von der Konfiguration

0. s’ fallsi=s(0)
i
— sonst

nacheinander Konfigurationen ¢!, ¢?,... durchliuft, fiir die alle gilt: cf{ NEL=s(t)=1 <

ALGORITHMUS. (SIGNALE MIT KONSTANTEN GESCHWINDIGKEITEN) Fiir jede rationale Zahl v € Q
mit 0 < r < 1ist das Signal r+ : No — Z : t — [rt] ZA-konstruierbar. Die folgenden Tabellen
skizzieren fiir den Fall v = % ein geeignetes 6 und einen Ausschnitt aus einem entsprechenden

Raum-Zeit-Diagramm:

(=1) 10) (1) | 3(1)

~ 1> = | 2 1 1>

A Y (- N 2 2>

. 3> B B 3 3>

3> _ — 4> 4 4>

~ 4 | 5 5 5>

. 5> . . 6 1>

5> _ o 1> 7 2>
8 3>
9 4>
10 5>

Fiir solche Signale hat es sich eingebiirgert, von ihrer Geschwindigkeit zu sprechen. Damit ist die
,im Durchschnitt pro Schritt zurtickgelegte Entfernung”, also r, gemeint. In eindimensionalen
Zellularautomaten werden wir auch noch nach rechts laufenden Signalen positive Geschwindig-
keiten und nach links laufenden die entsprechenden negativen Geschwindigkeiten zuordnen.

Es erscheint auf den ersten Blick nahezu unmoglich, Signale zu konstruieren, deren Geschwin-
digkeit zwar konstant, aber (jedenfalls in einem gewissen Sinne) eine irrationale Zahl, z.B.
log;, 2. Dass so etwas auch moglich ist, wurde von Korec (1993) gezeigt.

Bevor wir uns als nidchstes ansehen, wie man kompliziertere Signale durch Verwendung mehre-
rer linearer Signale erzeugen kann, iiberlege man einmal selbst, wie man z. B. ein Zickzack-Signal
oder eine Parabel konstruieren koénnte.

ALGORITHMUS. (ZICKZACK-SIGNAL) Im folgenden nur sehr grob skizzierten Raum-Zeit-Diagramm
eines eindimensionalen Zellularautomaten ist vi < 0 < vg <va < VR.
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6.8 UBUNG. Man gebe eine Zustandsmenge und eine lokale Uberfiihrungsfunktion an, die das Ver-
halten realisieren, das im vorangegangenen Algorithmus beschrieben wurde. Die folgende skiz-
zenhafte Ausschnitt aus einem Raum-Zeit-Diagramm ist (vermutlich) hilfreich:

1 5> a

2 1> b

3 2 > a

4 3 <b

5 4 < a

6 5> b

7 1> a
8 2 > b

6.9 ALGORITHMUS. (PARABEL-SIGNAL) Im folgenden Raum-Zeit-Diagramm lauft im wesentlichen eben-
falls ein Signal zwischen zwei Grenzen hin und her. Dieses Mal bewegt sich die rechte Grenz-
markierung aber nicht ,,von selbst” (und mit konstanter Geschwindigkeit) sondern sie wird ,,von
dem Zickzack-Signal weitergeschoben”. Man {iberlege sich, dass der ,Weg” der rechten Grenz-
markierung im Raum-Zeit-Diagramm dadurch niherungsweise die Form einer Parabel hat!
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1 )

2 ( <)

3 (<

4 (&

5 ( >)

6 ( <)

7 ( <

8 (< )

9 (& )

10 ( >

11 ( >)

12 ( <)

13 ( < )

14 ( < )

15 (< )

16 S )

17 ( > )

18 ( > )

19 ( >)

20 ( <)
21 ( < )
22 ( < )
23 ( < )
24 (< )
25 S )

UsunG. Auf welchem Prinzip beruht Algorithmus Wie kann man die Konstruktion verall-
gemeinern, um kubische, biquadratische, etc. Kurven zu realisieren?

Durch ein konstruierbares Signal wird zu einer Reihe aufeinanderfolgender Zeitpunkte jeweils
eine Zelle markiert. Das verallgemeinern wir nun wie folgt:

DerINITION Eine beliebige Teilmenge m C R x Ny heifst eine Menge von Markierungen. Ist m C
{i} x Np fiir ein i € R, so sprechen wir gelegentlich von zeitlichen Markierungen. Gibt es fur
jedes i € R hochstens ein t € Ng mit (i,t) € m, so sprechen wir gelegentlich von riumlichen
Markierungen. &

DEerINITION Ein Menge m von Markierungen heif3t ausgehend von einer Konfiguration c (ZA-)kon-
struierbar, wenn es einen Zellularautomaten C = (Q,...) und eine Menge L < QM lokaler
Konfigurationen gibt, so dass C ausgehend von c® = ¢ nacheinander Konfigurationen c',c?,...

durchlauft, fir die gilt: Fiir alle i und alle t ist c‘i‘ NEL= (it em O

Man mache sich klar, dass man Signale als spezielle Markierungen auffassen kann. Wie man
sieht wurden die beiden Konstruierbarkeitsbegriffe so gewahlt, dass sie miteinander vertraglich
sind.

Um Markierungen in einem Zellularautomaten vorzunehmen, kénnen die Treffpunkte ver-
schiedener Signale herangezogen werden.

ALGORITHMUS. (MITTE-RAUM-MARK) Um die Mitte eines an den Enden gekennzeichneten Ab-
schnittes zu markieren, kann man von einem Ende zwei Signale mit den Geschwindigkeiten
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6. Einige grundlegende Techniken fiir Zellularautomaten 47

% und 1 in die gleiche Richtung starten. Das schnellere wird am anderen Ende reflektiert. Die
Signale treffen sich ,genau” in der Mitte.

6.14 UsuNG. (DOPPEL-RAUM-MARK) Man finde einen Algorithmus, der jede Konfiguration der Form

et 1 [ [ [T [ |

tiberfiihrt in die korrespondierende Konfiguration

T[T 1 [l 1 - [ [ T 1>]

6.15 UBUNG. (WURZEL-RAUM-MARK) Man finde einen Algorithmus, der jede Konfiguration der Form

SN N RN O I B B B
tiberfiihrt in die korrespondierende Konfiguration
el I=f- [ - 1 -[-1 - []>]
wobei die Lange des Abschnittes ( --- x gerade die Wurzel der Linge des Abschnittes

( --- ) seinsoll.

6.16 ALGORITHMUS. (EXP-RAUM-MARK) Algorithmen der Art ZICKZACK-SIGNAL (siehe konnen be-
nutzt werden, um Zellen mit exponentiell wachsenden Abstdnden zu kennzeichnen. Im Raum-
Zeit-Diagramm aus [6.7] gilt fiir die Punkte P; = (x4, t;):

tovg = x4+ (t2 —t1)ve
_ X1
ta(vp —vL) = x1— KVL
f = oy VATVL
27 Talve —vi)
X2 = vg(va — Vi)
Va (VB — VL)
und weiter
t3va = xp+(t3—t2)wr
tsva—ve) = x vBvA —vi) (VA —VL)VR
SUATIR "alve—vi) 'valve—vi)
ty = : (vB —VRr)(VA — VL)
VA (VB —VL)(VA —VR)
B (v —VR)(VA — VL)
X3 =

T(vg —vi)(va —VR)

Also ist % unabhédngig von x; eine Konstante k. Folglich ist auch der Quotient aufeinanderfol-

gender Abstiande
X5 —X3 k%x1 —kxq x
X3 — X1 B kX] — X1 -
konstant. Die Abstinde wachsen also exponentiell.
6.17 BerspieL. Wiahlt man etwa vi = —1, vg =1, vg = % und vp = %, so erhdlt man als Konstante
_4.3
gerade k = (5 %) =2.
5:(=2
Man tiberlege sich, dass jede rationale Konstante k > 1 ,realisierbar” ist. Was ist mit Run-
dungsproblemen?
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ALGORITHMUS. (QUADRAT-ZEIT-MARK) Algorithmus kann benutzt werden, um die Zelle am
linken Rand zu den Zeitpunkten 1,4, 9,16, ... zu markieren. Man beweise das!

ALGORITHMUS. (PRIM-ZEIT-MARK) Man kann in einer Zelle auch die Zeitpunkte t markieren, die
Primzahlen sind. Ein entsprechender Algorithmus wurde von Fischer (1965) vorgestellt. Er ist
um einiges komplizierter als die bisher vorgestellten.

ALGORITHMUS. (KONZENTRISCHE KREISE IN REALZEIT) Der in den Augen des Verfassers dieses
Skriptes faszinierendste Algorithmus in der ZA-Literatur iiberhaupt stammt aus der Dissertation
von Laure Tougne. Sie hat einen 2-dimensionalen Zellularautomaten gefunden, der
o gestartet auf der Konfiguration, bei der alle Zellen aus einer einzigen im Ruhezustand sind,
e nach k Schritten genau die Zellen markiert, die der Diskretisierung des Kreises mit Radius
k um die Ausgangszelle entsprechen.
Dieser ausgesprochen nichttriviale Algorithmus wurde zusammen mit Delorme, Mazoyer und
Tougne (1999) veroffentlicht.

DerINITION Fiir ein Signal s heifle die i.a. partielle Abbildung as : R — T : i +— min{t | s(t) = i}
die Ankunftszeit(en) von s. %
Sarz. (TERRIER [1991) Es seis: Ng — R ein Signal mit folgenden Eigenschaften:

o Es ist durch einen eindimensionalen ZA mit Hgl )-Nachbarschaft konstruierbar.

e s5(0)=0undvVte Ng:s(t+1) >s(t)

o Die Ankunftszeiten sind streng monoton wachsend: Vi € No : as(i+1) > as(i).
Dann gilt:

a) Entweder wird as(i) — 1 schliefSlich konstant,

b) oder es gibt eine Konstante b € N, so dass Vi € Ng : as(i) —1i > [log, i].

Dieser Satz ist zum Beispiel deswegen bemerkenswert, weil er etwa das Signal s(t) = t —
[log[logt]] als nicht konstruierbar kennzeichnet. Andererseits weiff man, dass das Signal s(t) =
[log[log t]] konstruierbar ist. (Man tiberlege sich, wie!)

BeEwers (TERRIER [1991) Es sei C = (Q,...) ein Zellularautomat, der s konstruiert. Wir zeigen:
falls nicht b) gilt, dann a). Wenn b) nicht gilt, dann gibt es insbesondere fiir b = |Q| ein iy derart,
dass ag(ig) —ip < LlogIQ| ip]. Zur Abkiirzung setzen wir jo = Uog‘Q‘ io].

Man betrachte im Raum-Zeit-Diagramm fiir die Anfangskonfiguration c® gema8 Definition
die Worter wi = Al(c®)(1)AM T (cO)(i) - -- AtHIo=1(c0) der Lange jo, die in der folgenden
Abbildung durch die senkrechten Rechtecke skizziert sind; w; ist also die Folge der Zustédnde,
die Zelle i ab Zeitpunkt i durchlduft. Da H%‘ )—Nachbarschaft vorausgesetzt wird, ist jede Zelle 1
vor dem Zeitpunkt i im Ruhezustand. Also kann man, wenn man nur w; kennt, daraus bereits
das wj, 1 eindeutig bestimmen, d.h., es liegt ein funktionaler Zusammenhang vor.
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0 10 o+ 2z 19+ 2z

as(io)

t

Es gibt aber ,nur” QP = |Q| Llog|q Lol < ip paarweise verschiedene solche Worter. Folglich
muss w;i, bereits unter den {wp,wy,..., Wi, 1} mindestens einmal vorkommen. Also ist die
Folge (wi)ien, schlieflich zyklisch; es sei wi, . = w;, und folglich fiir alle k € Ny auch
Wiy+kz = Wi;-

Nun kommt s nach Voraussetzung in Zelle iy zum Zeitpunkt as(ip) < ip +jo an. Der entspre-
chende Punkt im Raum-Zeit-Diagramm liegt also innerhalb von w;, und ist in der Abbildung
grau dargestellt. Dabei handelt es sich um einen Zustand aus der Teilmenge Q’ im Sinne von
Definition Es sei ag = ag(ig) —1o-

Da die Folge der w; zyklisch ist, ist also auch in allen w; ., der entsprechende Zustand aus
Q’. Das Signal s kommt also in den Zellen iy + kz zum Zeitpunkt iy + kz + a¢ an. Da sich aber
einerseits das Signal in jedem Schritt um hochstens eine Zelle weiterbewegen kann, andererseits
die Ankunftszeiten streng monoton wachsen, muss s in allen Zellen i > iy genau zum Zeitpunkt
i+ ag ankommen. Also ist fiir i > iy mit anderen Worten as(i) —i = ap konstant. [

Weitere Beispiele fiir Signale und Markierungen sowie Ergebnisse tiber Zusammenhédnge zwi-
schen verschiedenen Formen von Konstruierbarkeit findet man in dem Forschungsbericht von
Mazoyer und Terrier (1999).

6.2

6.24

Zihler und einfache Arithmetik

Ein weiteres niitzliches Hilfsmittel bei der Konstruktion von Zellularautomaten sind Zihler. Wir
fiihren hier explizit nur die einfachste Version vor. An ihr sieht man aber auch schon, dass der
Logarithmus als untere Schranke im Satz von Terrier optimal ist.

ALGORITHMUS. (WANDER-ZAEHLER) Wir beschrianken uns darauf, einen Ausschnitt aus einem Raum-
Zeit-Diagramm anzugeben. Der Algorithmus realisiert einen Zihler, der durch einen eindimen-
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sionalen Zellularautomaten ,wandert” und mit jeder Zelle um 1 erhoht wird. Wie man daran
sieht, umfasst die Zustandsmenge unter anderem {(1), (1,1), 0),1,0} x {(1, 1, 0}. Die erste (im
RZD jeweils oben dargestellte) Komponente reprasentiert ein Bit das Zahlers (ggf. mit Randkenn-
zeichnung), die zweite (im RZD jeweils unten) einen Ubertrag. Die Zzhler-Bits, die nacheinander
(mit niedrigstwertigem Bit voran) in Zelle i ,,vorbeikommen” bilden die Dualzahldarstellung von
i

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

1
0
0)
¢!
(1 1
0 0
(1 0)
0 1
0 1
1 0
(1 0 0)
0 0 1
1 1 1)
0 0 0
1 1 0)
0 1
1 0 1)
1 0
0 0 0)
1 0 1
1 0 1 1)
0 0 0 0
1 0 1 0)
0 0 0 1
(1 0 1)
0 0 1 0

Wir verzichten wieder darauf, die lokale Uberfithrungsfunktion explizit anzugeben.

Wie man an dem durch ein ( gekennzeichneten hochstwertigen Bit sieht, realisiert der Algorith-
mus unter anderem auch ein Signal s mit as(i) =i+logi+ O(1).

UsunG. Man modifiziere den Algorithmus WANDER-ZAEHLER so, dass nicht mehr alle Zellen ge-
zahlt werden, sondern nur noch die, die eine bestimmte Bedingung erfiillen (zum Beispiel am
Anfang mit a initialisiert wurden).

WANDER-ZAEHLER kann auch als Algorithmus fiir die Umwandlung von Unér- in Bindrdar-
stellung angesehen werden. Uberlegen Sie sich einen Zellularautomaten, der die umgekehrte
Umwandlung vornimmt.
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ALGORITHMUS. (ADDITION) Der folgende Algorithmus addiert zwei Dualzahlen. Er benétigt da-
fiir in etwa so viele Schritte wie die grofiere Zahl lang ist. Wie man an Beispielen mit Summanden
25=T1 und 1 sieht, ist dieser Zeitbedarf bei der gewihlten Zahldarstellung (bis auf einen kleinen
konstanten Summanden) optimal.

Jede Zelle besteht aus vier Registern. Zwei werden fiir die Speicherung der Argumente be-
nutzt, das dritte fiir die der Summe, und das vierte fiir den Ubertrag. Es lauft ein Signal von
rechts nach links vom niedrigst- zum hochstwertigen Bit, das jeweils den Ubertrag von einer
Stelle zur néchsten transportiert.

(1 0 1 1)
1 0 1 0)

(1 0 1 1)
(1 0 1 0)
1)
<0
(1 0 1 1)
(1 0 1 0)
0 1)
<1
(1 0 1 1)
(1 0 1 0)
1 0 1)

(1 0 1 1)
(1 0 1 0)
0 1 0 1)
<1
(1 0 1 1)
(1 0 1 0)
1 0 1 0 1)

In der Darstellung sind die Summanden gleich lang. Es ist aber kein Problem, die Uberfithrungs-
funktion so gestalten, dass auch der Fall verschieden langer Summanden korrekt behandelt wird
(sofern man sich zum Beispiel auf nichtnegative Zahlen beschrankt).

Die letzte arithmetische Operation, mit der wir uns beschéftigen wollen, ist die Multiplikation.
Da wir sie nach der ,Schulmethode” realisieren wollen, zunédchst noch ein Verschiebealgorith-
mus.

ALGORITHMUS. (VERSCHIEBUNG) Beim folgenden Algorithmus bestehe jede Zelle aus drei Regis-
tern. Die in den ersten Registern gespeicherte Zahl wird (unter Zuhilfenahme der zweiten) nach
links verschoben. Die Verschiebungen werden jeweils am rechten Ende von einem Signal initi-
iert, das in den dritten Registern mit Geschwindigkeit 1/2 nach links wandert, bis es in einer
gekennzeichneten Zelle absorbiert wird.
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(1 0 1 1)

| <a
(1 0 1
<1)
| <b
(1 0 1)
<1
| <a
(1 1
<0 <1)
| <b
0 1)
<(1 |«
| <a
(1 1
<0 <1)
| <b
0 1)
<(1 | «1
| <a
1 1
<0 <1)
| <b
0 1)
<(1| <«

1 1 1)
<0

<1

|
1 0 1 1)

6.28 ALGORITHMUS. (MULTIPLIKATION) Wir benutzen im Prinzip die Methode, nach der man tibli-
cherweise von Hand zwei Zahlen multipliziert.

o 1 1 - 1 0 1

o
Ol O KV |k

0
0
1
1 1 1

Verschobene Kopien des ersten Faktors werden mit den Bits des zweiten Faktors multipliziert
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und die entstehenden Zahlen addiert. Das Raum-Zeit-Diagramm fiir eine Beispielberechnung ist
auf die nidchsten beiden Abbildungen verteilt.

1 0 1 1)
1 0 1)
| <a
(1 0 1
<1)
1 0 1)
1)
<0*1
| <b
(1 0 1)
<1
1 0 1)
1 1)
<0*1
| <a
(1 1
<0 |<1)
(1 0 1)
0 1 1)
<0*1 | <0*0
| <b
0 1)
<(1 <1
1 0 1)
(1 0 1 1)
<0%*1 | <0*0
| <a

Die in der Darstellung obersten Register beinhalten den ersten Faktor. Darunter befindet sich
die Schicht der Hilfsregister fiir die Bits, die gerade verschoben werden. Es wird der Algorith-
mus aus benutzt. Die dritten Register speichern den zweiten Faktor und die vierten die
Zwischensumme bzw. am Ende das Ergebnis der Multiplikation. Das Aufaddieren des (verscho-
benen) ersten Faktors erfolgt gemafd Algorithmus Im fiinften Register werden die Uber-
tragsbits nach links geschoben (<0 und <1) sowie die Information dartiber, ob der verschobene
Faktor addiert werden muss (*1) oder nicht (*0). Im letzten Register lauft ein Signal mit Ge-
schwindigkeit 1/2 nach links und startet die Verschiebungen des ersten Faktors usw. bis es den
gesamten zweiten Faktor passiert hat.
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(1 1
<0 [<1)
1 0 1)
1 1 1 1)
<0*0 | <O*1
| <b
0 1)
<(1 <1
(1 0 1)
0 1 1 1)
<O*0 | <1x%1
(1 1 1)
<0
1 0 1)
1 0 1 1 1)
<0*1
0 1 1)
<(1
1 0 1)
(1 1 0 1 1 1)
<0*1
(1 0 1 1)
1 0 1)
(1 1 0 1 1 1)

Man {iiberzeugt sich recht schnell davon, dass der Zeitbedarf des Algorithmus hochstens 3n
betragt, wenn n die Lénge des langeren Faktors ist.

Im Gegensatz zur Addition wirkt sich hier die Tatsache, dass im Vergleich etwa zu einer
Turingmaschine ,,viele” endliche Automaten an der Verarbeitung beteiligt sind, deutlich auf den
Zeitbedarf aus.

UsuNe. Eine leicht einzusehende theoretische untere Schranke fiir den Zeitbedarf der Multipli-
kation ist 2n.

o Wie kommt man zu dieser Schranke?

e Man versuche, einen Verfahren zu entwerfen, der dieser Schranke nidher kommt als Algo-

rithmus

Die eben vorgestellten auf Bitebene arbeiten Algorithmen sind nattirlich recht naiv. Weniger
trivial ist es zum Beispiel schon, einen Divisionsalgorithmus entwickeln, der in einer Zeit pro-
portional zu (oder gar identisch mit) der Lange des Dividenden arbeitet. Auch das geht.
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Wer sich genauer fiir solche, mitunter sehr trickreiche, Bitalgorithmen interessiert, der findet
in der Literatur zum Teil auch unter dem Stichwort systolische Algorithmen noch viele interessante
Ideen.

Zusammenfassung

e Fiir jede rationale Zahl r, die kleiner oder gleich dem ,Radius” der Nachbarschaft ist, kann
man Signale konstruieren, deren Durchschnittsgeschwindigkeit gleich r ist.

e Lisst man solche Signale geschickt zusammenwirken, dann kann man auch kompliziertere
Signale realisieren.

e Hiufig verwendet man Signale, um bestimmte Zellen oder/und Zeitpunkte zu markieren.

e Nichtnegative ganze Zahlen kann man speichern, indem man die Bits ihrer Dualzahldar-
stellung in nebeneinanderliegenden Zellen ablegt.

¢ Solche Zahlen kann man wandern lassen, und dabei zum Beispiel bei Vorliegen lokal ent-
scheidbarer Kriterien de- oder inkrementieren.

e Mit solchen Zahldarstellungen kann man auch (schnell) einfache Arithmetik betreiben.
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