16 TURINGMASCHINEN

Turingmaschinen sind eine und waren im wesentlichen die er-
ste mathematische Prazisierung des Begriffes des Algorithmus so
wie er klassisch verstanden wird: Zu jeder endlichen Eingabe
wird in endlich vielen Schritten eine endliche Ausgabe berech-
net.

Einen technischen Hinweis wollen wir an dieser Stelle auch
noch geben: In dieser Einheit werden an verschiedenen Stellen
partielle Funktionen vorkommen. Das sind rechtseindeutige Re-
lationen, die nicht notwendig linkstotal sind (siehe Abschnitt 3.2).
Um deutlich zu machen, dass eine partielle Funktion vorliegt,
schreiben wir im folgenden f : M --» M. Das bedeutet dann
also, dass fiir ein x € M entweder eindeutig ein Funktionswert
f(x) € M’ definiert ist, oder dass kein Funktionswert f(x) defi-
niert ist. Man sagt auch, f sei an der Stelle x undefiniert.

16.1 ALAN MATHISON TURING

ALAN MATHISON TURING wurde am 23.6.1912 geboren.

Mitte der Dreiffiger Jahre beschiftigte sich Turing mit Godels
Unvollstandigkeitssdtzen und Hilberts Frage, ob man fiir jede
mathematische Aussage algorithmisch entscheiden kénne, ob sie
wahr sei oder nicht. Das fithrte zu der bahnbrechenden Arbeit
“On computable numbers, with an application to the Entscheidungs-
problem” von 1936.

Von 1939 bis 1942 arbeitete Turing in Bletchly Park an der De-
chiffrierung der verschliisselten Texte der Deutschen. Fiir den
Rest des zweiten Weltkriegs beschiftigte er sich in den USA mit
Ver- und Entschliisselungsfragen. Mehr zu diesem Thema (und
verwandten) konnen Sie in Vorlesungen zum Thema Kryptogra-
phie erfahren.

Nach dem Krieg widmete sich Turing unter anderem dem Pro-
blem der Morphogenese in der Biologie. Ein kleines bisschen dazu
findet sich in der Vorlesung ,Algorithmen in Zellularautoma-
ten”.

Alan Turing starb am 7.6.1954 an einer Zyankalivergiftung.

Eine Art ,Homepage” von Alan Turing findet sich unter http:
//www.turing.org.uk/turing/index.html.

16.2 TURINGMASCHINEN

Als Turingmaschine bezeichnet man heute etwas, was Turing (1936)
in seiner Arbeit eingefiihrt hat. Die Bezeichnung selbst geht wohl
auf eine Besprechung von Turings Arbeit durch Alonzo Church
zuriick (laut einer WWW-Seite von J. Miller; http://jeff560.
tripod.com/t.html, 14.1.09).

Eine Turingmaschine kann man als eine Verallgemeinerung
endlicher Automaten auffassen, bei der die Maschine nicht mehr
darauf beschrankt ist, nur feste konstante Zahl von Bits zu spei-
chern. Im Laufe der Jahrzehnte wurden viele Varianten definiert
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und untersucht. Wir fithren im folgenden nur die einfachste Va-
riante ein.

Zur Veranschaulichung betrachte man Abbildung 16.1. Im obe-
ren Teil sieht man die Steuereinheit, die im wesentlichen ein end-
licher Mealy-Automat ist. Zusitzlich gibt es ein Speicherband, das
in einzelne Felder aufgeteilt ist, die mit jeweils einem Symbol
beschriftet sind. Die Steuereinheit besitzt einen Schreib-Lese-Kopf,
mit dem sie zu jedem Zeitpunkt von einem Feld ein Symbol als
Eingabe lesen kann. Als Ausgabe produziert sie die Turingma-
schine ein Symbol, das auf das gerade besuchte Feld geschrie-
ben wird und sie kann den Kopf um ein Feld auf dem Band
nach links oder rechts bewegen. Ausgabesymbol und Kopfbewe-
gung ergeben sich ebenso eindeutig aus aktuellem Zustand der
Steuereinheit und gelesenem Symbol wie der neue Zustand der
Steuereinheit.

Abbildung 16.1: schematische Darstellung einer (einfachen) Turingma-
schine

Formal kann man sich also eine Turingmaschine T = (Z, zo, X, f, Turingmaschine
g, m) festgelegt vorstellen durch

¢ eine Zustandsmenge Z

* einen Anfangszustand zp € Z

¢ ein Bandalphabet X

¢ eine partielle Zustandsiiberfithrungsfunktion
f:ZxX--»Z

¢ eine partielle Ausgabefunktion g: Z x X --» X und

* eine partielle Bewegungsfunktion m: Z x X --» {—1,0,1}

Wir verlangen, dass die drei Funktionen f, g und m fiir die glei-
chen Paare (z,x) € Z x X definiert bzw. nicht definiert sind.
Warum wir im Gegensatz zu z.B. endlichen Akzeptoren erlau-
ben, dass die Abbildungen nur partiell sind, werden wir spéter
noch erldautern.

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, die Festlegungen fiir eine
konkrete Turingmaschine darzustellen. Manchmal schreibt man
die drei Abbildungen f, g und m in Tabellenform auf, manchmal
macht man es graphisch, dhnlich wie bei Mealy-Automaten. In
Abbildung 16.2 ist die gleiche Turingmaschine auf beide Arten
definiert. Die Bewegungsrichtung notiert man oft auch mit L (fiir
links) statt —1 und mit R (fiir rechts) statt 1.

Eine Turingmaschine befindet sich zu jedem Zeitpunkt in ei-
nem , Gesamtzustand”, den wir eine Konfiguration nennen wol- Konfiguration
len. Sie ist vollstandig beschrieben durch
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Abbildung 16.2: Zwei Spezifikationsmoglichkeiten der gleichen Tu-
ringmaschine; sie heifst BB3.

e den aktuellen Zustand z € Z der Steuereinheit,

¢ die aktuelle Beschriftung des gesamten Bandes, die man
als Abbildung b : Z — X formalisieren kann, und

¢ die aktuelle Position p € Z des Kopfes.

Eine Bandbeschriftung ist also ein potenziell unendliches ,Ge-
bilde”. Wie aber schon in Abschnitt 5.2 erwdhnt und zu Beginn
dieser Einheit noch ein betont, interessieren in weiten Teilen der
Informatik endliche Berechnungen, die aus endlichen Eingaben
endliche Ausgaben berechnen. Um das addquat zu formalisie-
ren, ist es iiblich, davon auszugehen, dass das Bandalphabet ein
sogenanntes Blanksymbol enthilt, fiir das wir O € X schreiben.
Bandfelder, die ,mit O beschriftet” sind, wollen wir als ,leer”
ansehen; und so stellen wir sie dann gelegentlich auch dar, oder
lassen sie ganz weg. Jedenfalls in dieser Vorlesung (und in vie-
len anderen auch) sind alle tatsdchlich vorkommenden Bandbe-
schriftungen von der Art, dass nur endlich viele Felder nicht mit
O beschriftet sind.

16.2.1  Berechnungen

Wenn ¢ = (z,b,p) die aktuelle Konfiguration einer Turingma-
schine T ist, dann kann es sein, dass sie einen Schritt durch-
fithren kann. Das geht genau dann, wenn fiir das Paar (z, b(p))
aus aktuellem Zustand und aktuell gelesenem Bandsymbol die
Funktionen f, g und m definiert sind. Gegebenenfalls fiihrt das
dann dazu, dass T in die Konfiguration ¢’ = (z/,b’, p’) tibergeht,
die wie folgt definiert ist:

* 2/ =1(z,b(p))
b(1) fallsi#p
g(z,b(p)) fallsi=p
e p'=p+m(zb(p))
Wir schreiben ¢’ = Aj(c). Bezeichnet Ct die Menge aller Kon-

figurationen einer Turingmaschine T, dann ist das also die par-
tielle Abbildung A; : €t --» Cy, die als Funktionswert Aq(c)

e VicZ:b'(i) =
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gegebenenfalls die ausgehend von ¢ nach einem Schritt erreich-
te Konfiguration bezeichnet.

Falls fiir eine Konfiguration c die Nachfolgekonfiguration Aj (c)
nicht definiert ist, heifit ¢ auch eine Endkonfiguration und man
sagt, die Turingmaschine habe gehalten.

Die Turingmaschine aus Abbildung 16.2 wollen wir BB3 nen-
nen. Wenn BB3 im Anfangszustand A auf einem vollstindig lee-
ren Band gestartet wird, dann macht sie wegen

* f(A,0) =B,
e g(A,0)=1und
e m(A,0)=R

folgenden Schritt:

A
o 0o o o o o o o

B
o oo 1 0o o 0o O

Dabei haben wir den Zustand der Turingmaschine jeweils {iber
dem gerade besuchten Bandfeld notiert. In der entstandenen
Konfiguration kann BB3 einen weiteren Schritt machen, und noch
einen und noch einen .... Es ergibt sich folgender Ablauf.

A
o o o o o o o o

o]

oo

A
o 0O O 1 1 0O O
B
o o 1 1 1 0O 0O
o o 1 1 1 o O
o o 1 1 1 1 o

o~

@
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In Zustand H ist kein Schritt mehr mdoglich; es ist eine Endkon-
figuration erreicht und BB3 halt.

Eine endliche Berechnung ist eine endliche Folge von Konfi-
gurationen (cop,c1,c2,...,¢¢) mit der Eigenschaft, dass fiir alle
0 <1i< tgilt: ¢y = Aq(ci—1). Eine Berechnung ist haltend, wenn
es eine endliche Berechung ist und ihre letzte Konfiguration eine
Endkonfiguration ist.

Eine unendliche Berechnung ist eine unendliche Folge von Konfi-
gurationen (co,cy,c2,...) mit der Eigenschaft, dass fiir alle 0 < i
gilt: ¢; = Aq(ci—1). Eine unendliche Berechnung heifit auch nicht
haltend.

Eine nicht haltende Berechungen wiirden wir zum Beispiel be-
kommen, wenn wir BB3 dahingehend abdndern, dass f(A,0) =
A und g(A, O) = O ist. Wenn man dann BB3 auf dem vollstandig
leeren Band startet, dann bewegt sie ihren Kopf immer weiter
nach rechts, lasst das Band leer und bleibt immer im Zustand A.

Analog zu A liefere generell fiir t € Ny die Abbildung A als
Funktionswert A (c) gegebenenfalls die ausgehend von c nach t
Schritten erreichte Konfiguration. Also

Ao =1d
At+] :A] OAt

Zu jeder Konfiguration ¢ gibt es genau eine Berechnung, die
mit c startet, und wenn diese Berechnung hilt, dann ist der Zeit-
punkt zu dem das geschieht natiirlich auch eindeutig. Wir schrei-
ben A, fiir die partielle Abbildung Ct --+ C1 mit

A¢(c) falls A¢(c) definiert und
A(c) = Endkonfiguration ist
undefiniert falls A¢(c) fiir alle t € No definiert ist

16.2.2  Eingaben fiir Turingmaschinen

Informell (und etwas ungenau) gesprochen werden Turingma-
schinen fiir ,,zwei Arten von Aufgaben” eingesetzt: Zum einen
wie endliche Akzeptoren zur Entscheidung der Frage, ob ein Ein-
gabewort zu einer bestimmten formalen Sprache gehort. Man
spricht in diesem Zusammenhang auch von Entscheidungspro-
blemen. Zum anderen betrachtet man allgemeiner den Fall der
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,Berechung von Funktionen”, bei denen der Funktionswert aus
einem grofieren Bereich als nur {0, 1} kommt.

In beiden Féllen muss aber jedenfalls der Turingmaschine die
Eingabe zur Verfiigung gestellt werden. Dazu fordern wir, dass
stets ein Eingabealphabet A C X ~ {0} spezifiziert ist. (Das Blank-
symbol gehort also nie zum Eingabealphabet.) Und die Eingabe
eines Wortes w € A* wird bewerkstelligt, indem die Turingma-
schine im Anfangszustand zo mit dem Kopf auf Feld 0 gestartet
wird mit der Bandbeschriftung

bp:Z—X

buo(i) g fallsi < 0ViZ> w|
1) =
W w(i) falls 0 <iAL< |w|

Fiir die so definierte zur Eingabe w gehorende Anfangskonfiguration
schreiben wir auch cqo(w).

Interessiert man sich z. B. fiir die Berechnung von Funktionen
der Form f : No — Ny, dann wihlt man tiblicherweise die na-
heliegende Bindrdarstellung des Argumentes x fiir f als Einga-
bewort fiir die Turingmaschine und vereinbart z. B., dass in der
Endkonfiguration das Band wieder vollstdndig leer ist bis auf
die Bindrdarstellung von f(x). Die ganzen technischen Details
hierzu wollen wir uns sparen. Sie mogen aber bitte glauben, dass
man das alles ordentlich definieren kann.

16.2.3 Ergebnisse von Turingmaschinen

Man wahlt verschiedene Arten, wie eine Turingmaschine ein Er-
gebnis , mitteilt”, wenn sie halt. Im Falle von Entscheidungspro-
blemen wollen wir wie bei endlichen Akzeptoren davon ausge-
hen, dass eine Teilmenge F C Z von akzpetierenden Zustiinden
definiert ist. Ein Wort w gilt als akzeptiert, wenn die Turingma-
schine fiir Eingabe w hilt und der Zustand der Endkonfigurati-
on A,(co(w)) ein akzepierender ist. Die Menge aller von einer
Turingmaschine T akzeptierten Worter heifst wieder akzeptierte
formale Sprache L(T). Wir sprechen in diesem Zusammenhang
gelegentlich auch von Turingmaschinenakzeptoren.

Wenn ein Wort w von einer Turingmaschine nicht akzeptiert
wird, dann gibt es dafiir zwei mogliche Ursachen:

* Die Turingmaschine hélt fiir Eingabe w in einem nicht ak-
zeptierenden Zustand.
¢ Die Turingmaschine halt fiir Eingabe w nicht.

Im ersten Fall bekommt man sozusagen die Mitteilung ,Ich bin
fertig und lehne die Eingabe ab.” Im zweiten Fall weifs man nach
jedem Schritt nur, dass die Turingmaschine noch arbeitet. Ob sie
irgendwann anhilt, und ob sie die Eingabe dann akzeptiert oder
ablehnt, ist im allgemeinen unbekannt. Eine formale Sprache,
die von einer Turingmaschine akzeptiert werden kann, heifst auf
aufzihlbare Sprache.

Wenn es eine Turingmaschine T gibt, die L akzeptiert und fiir
jede Eingabe hilt, dann sagt man auch, dass T die Sprache L
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entscheide und dass L entscheidbar ist. Dass das eine echt starkere
Eigenschaft ist als Aufzidhlbarkeit werden wir in Abschnitt 16.5
ansprechen.

Als Beispiel betrachten wir die Aufgabe, fiir jedes Eingabe-
wort w € L = {a,b}* festzustellen, ob es ein Palindrom ist oder
nicht. Um das zu belegen, muss man einen Turingmaschinen-
akzeptor finden, der genau L entscheidet. In Abbildung 16.3 ist
eine solche Turingmaschine angegeben. Ihr Anfangszustand ist
L und einziger akzeptierender Zustand ist . Der Algorithmus
beruht auf der Idee, dass ein Wort genau dann Palindrom ist,
wenn erstes und letztes Symbol tibereinstimmen und das Teil-
wort dazwischen auch ein Palindrom ist.

alaR, b|bR

e O|gL

alOR

b|OR

r e
alaR, b|bR

O|OR

Abbildung 16.3: Eine Turingmaschine zur Palindromerkennung; f ; sei
der einzige akzeptierende Zustand

Zur Erlduterung der Arbeitsweise der Turingmaschine ist in
Abbildung 16.4 beispielhaft die Berechnung fiir Eingabe abba
angegeben. Man kann sich klar machen (tun Sie das auch), dass
die Turingmaschine alle Palindrome und nur die akzeptiert und
tiir jede Eingabe hilt. Sie entscheidet die Sprache der Palindro-
me also sogar.

163 BERECHNUNGSKOMPLEXITAT

Wir beginnen mit einem wichtigen Hinweis: Der Einfachheit hal-
ber wollen wir in diesem Abschnitt und im nachfolgenden Ab-
schnitt 16.4 davon ausgehen, dass wir auschliefslich mit Turing-
maschinen zu tun haben, die fiir jede Eingabe halten. Warum
das ,in Ordnung” ist, erfahren Sie vielleicht einmal in einer Vor-
lesung tiber Komplexitétstheorie.
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Ta
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1
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Tb
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O O 0O Od b Od O
1
O O 0O Od Od Od Od
T
o o 0O O O O O
i
O o 0O Od Od O O

Abbildung 16.4: Akzeptierende Berechung der Turingmaschine aus
Abbildung 16.3 fiir Eingabe abba
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In Abschnitt 16.5 werden wir dann aber wieder gerade von
dem allgemeinen Fall ausgehen, dass eine Turingmaschine fiir
manche Eingaben nicht hilt. Warum das wichtig ist, werden Sie
hoffentlich schon in Abschnitt 16.5 verstehen. Viel mehr zu die-
sem Thema werden Sie vielleicht einmal in einer Vorlesung iiber
Berechenbarkeit bzw. Rekursionstheorie horen.

16.3.1  Komplexititsmafie

Bei Turingmaschinen kann man leicht zwei sogenannte Komplexi-
tatsmafle definieren, die Rechenzeit und Speicherplatzbedarf cha-
rakterisieren.

Fiir die Beurteilung des Zeitbedarfs definiert man zwei Funk-
tionen timet : AT — N, und Timet : N — N, wie folgt:

timet(w) = dasjenige t mit A¢(co(w)) = As(co(w))

Timet(n) = max{time(w) | w € A™}

Ublicherweise heifit die Abbildung Timer die Zeitkomplexitit der
Turingmaschine T. Man beschrédnkt sich also darauf, den Zeitbe-
darf in Abhdngigkeit von der Lange der Eingabe (und nicht fiir
jede Eingabe einzeln) anzugeben (nach oben beschrdnkt). Man
sagt, dass die Zeitkomplexitdt einer Turingmaschine polynomi-
ell ist, wenn ein Polynom p(n) existiert, so dass Timert(n) €
O(p(n)).

Welche Zeitkomplexitdt hat unsere Turingmaschine zur Palin-
dromerkennung? Fiir eine Eingabe der Lange n > 2 muss sie
schlimmstenfalls

¢ erstes und letztes Symbol miteinander vergleichen, stellt
dabei fest, dass sie {ibereinstimmen, und muss dann

¢ fiir das Teilwort der Lange n — 2 ohne die Randsymbole
wieder einen Palindromtest machen.

Der erste Teil erfordert 2n — 1 Schritte. Fiir den Zeitbedarf Time(n)

gilt also jedenfalls:

Time(n) < 2n+ 1+ Time(n — 2)

Der Zeitaufwand fiir Worter der Langen 0 und 1 ist jedenfalls
durch eine Konstante c beschrankt. Eine kurze Uberlegung zeigt,
dass daher die Zeitkomplexitiat Time(n) O(n?), also polynomi-
ell ist.

Fiir die Beurteilung des Speicherplatzbedarfs definiert man
zwei Funktionen space;(w) : At — N4 Spaceq(n) : Ny — Ny
wie folgt:

space;(w) = die Anzahl der Felder, die wéahrend der
Berechnung fiir Eingabe w benétigt werden

Space;(n) = max{space(w) | w € A™}

Ublicherweise heifit die Abbildung Space; die Raumkomplexitiit
oder Platzkomplexitit der Turingmaschine T. Dabei gelte ein Feld
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als ,benétigt”, wenn es zu Beginn ein Eingabesymbol enthalt

oder irgendwann vom Kopf der Turingmaschine besucht wird.

Man sagt, dass die Raumkomplexitit einer Turingmaschine poly-

nomiell ist, wenn ein Polynom p(n) existiert, so dass Space|(n) € polynomielle

O(p(n)). Raumkomplexitit
Unsere Beispielmaschine zur Palindromerkennung hat Platz-

bedarf Space(n) = n+2 € ®(n), weil aufler den n Feldern mit

den Eingabesymbolen nur noch jeweils ein weiteres Feld links

bzw. rechts davon besucht werden.
Welche Zusammenhinge bestehen zwischen der Zeit- und der

Raumkomplexitédt einer Turingmaschine? Wenn eine Turingma-

schine fiir eine Eingabe w genau time(w) viele Schritte macht,

dann kann sie nicht mehr als 1+ time(w) verschiedene Felder

besuchen. Folglich ist sicher immer

space(w) < max(jwl, 1 + time(w)) .

Also hat eine Turingmaschine mit polynomieller Laufzeit auch
nur polynomiellen Platzbedarf.

Umgekehrt kann man aber auf k Feldern des Bandes IX|* ver-
schieden Inschriften speichern. Daraus folgt, dass es sehr wohl
Turingmaschinen gibt, die zwar polynomielle Raumkomplexitét,
aber exponentielle Zeitkomplexitdt haben.

16.3.2 Komplexititsklassen

Eine Komplexititsklasse ist eine Menge von Problemen. Wir be-  Komplexitiitsklasse
schranken uns im folgenden wieder auf Entscheidungsproble-
me, also formale Sprachen. Charakterisiert werden Komplexi-
tatsklasse durch Beschrankung der zur Verfiigung stehen Res-
sourcen, also Schranken fiir Zeitkomplexitit oder/und Raum-
komplexitdt (oder andere Mafse). Zum Beispiel konnte man die
Menge aller Entscheidungsprobleme betrachten, die von Turing-
maschinen entschieden werden konnen, bei denen gleichzeitig
die Zeitkomplexitat in O( n?) und die Raumkomplexitdt in O(n3/2 logn)
ist, wobei hier n wieder fiir die Grofse der Probleminstanz, also
die Lange des Eingabewortes, steht.

Es hat sich herausgestellt, dass unter anderem die beiden fol-
genden Komplexitdtsklassen interessant sind:

¢ P ist die Menge aller Entscheidungsprobleme, die von Tu-
ringmaschinen entschieden werden konnen, deren Zeitkom-
plexitdt polynomiell ist.

¢ PSPACE ist die Menge aller Entscheidungsprobleme, die
von Turingmaschinen entschieden werden konnen, deren
Raumkomplexitidt polynomiell ist.

Zu P gehort zum Beispiel das Problem der Palindromerkennung.
Denn wie wir uns tiberlegt haben, benétigt die Turingmaschine
aus Abbildung 16.3 fiir Worter der Lange n stets O(n?) Schritte,
um festzustellen, ob w Palindrom ist.

Ein Beispiel eines Entscheidungsproblemes aus PSPACE ha-
ben wir schon in Einheit 15 erwdhnt, ndmlich zu entscheiden, ob
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zwei reguldre Ausdriicke die gleiche formale Sprache beschrei-
ben. In diesem Fall besteht also jede Probleminstanz aus zwei
reguldren Ausdriicken. Als das (jeweils eine) Eingabewort fiir
die Turingmaschine wiirde man in diesem Fall die Konkaten-
ation der beiden reguldren Ausdriicke mit einem dazwischen
gesetzten Trennsymbol, das sich von allen anderen Symbolen
unterscheidet, wahlen.

Welche Zusammenhédnge bestehen zwischen P und PSPACE?
Wir haben schon erwdhnt, dass eine Turingmaschine mit poly-
nomieller Laufzeit auch nur polynomiell viele Felder besuchen
kann. Also ist eine Turingmaschine, die belegt, dass ein Pro-
blem in P liegt, auch gleich ein Beleg dafiir, dass das Problem
in PSPACE liegt. Folglich ist

P C PSPACE.

Und wie ist es umgekehrt? Wir haben auch erwédhnt, dass ei-
ne Turingmaschine mit polynomiellem Platzbedarf exponentiell
viele Schritte machen kann. Und solche Turingmaschinen gibt
es auch. Aber Vorsicht: Das heifst nicht, dass PSPACE eine echte
Obermenge von P ist. Bei diesen Mengen geht es um Proble-
me, nicht um Turingmaschinen. Es konnte ja sein, dass es zu je-
der Turingmaschine mit polynomiellem Platzbedarf auch dann,
wenn sie exponentielle Laufzeit hat, eine andere Turingmaschi-
ne mit nur polynomiellem Zeitbedarf gibt, die genau das glei-
che Problem entscheidet. Ob das so ist, weifs man nicht. Es ist
eines der grofien offenen wissenschaftlichen Probleme, heraus-
zufinden, ob P = PSPACE ist oder P # PSPACE.

164 SCHWERE PROBLEME

Es seien L1 und L, zwei formale Sprachen tiber dem gleichen
Alphabet A (oder mit anderen Worten: Entscheidungsprobleme).
Man sagt, dass Ly auf L, reduzierbar ist, wenn es eine in Polyno-
mialzeit berechenbare Funktion f : A* — A* gibt mit der Eigen-
schaft: w € 11 <= f(w) € L;. (Eine solche Funktion kann auch
wieder nur polynomiell viel Platz benétigen.) Wenn man das hat
und z.B. [, € P ist, dann kann man auch L; in Polynomialzeit
entscheiden: Fiir jede Eingabe w

¢ berechnet man zuerst f(w) und
e iberpriift dann ob f(w) € L, ist.

Beides geht in Polynomialzeit, also ist dann auch L; € P.

Und wenn L, € PSPACE ist, dann folgt aus der gleichen Kon-
struktion, dass auch L1 € PSPACE ist.

Ein Problem C heifst PSPACE-hart oder PSPACE-schwer wenn
es fiir jedes Problem L € PSPACE eine Polynomialzeitredukti-
on auf C gibt. Ein Problem heifst PSPACE-vollstindig, falls es
PSPACE-hart ist und selbst in PSPACE liegt. PSPACE-vollstan-
dige Probleme gehoren also sozusagen ,zu den schwersten in
PSPACE”.
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Solche Probleme gibt es. Man kennt eine ganze Reihe von ih-
nen, z.B. die schon erwihnte Uberpriifung, ob zwei regulére
Ausdriicke die gleiche formale Sprache beschreiben.

Eine Folge der eben gemachten Uberlegungen ist: Wenn man
nur fiir ein einziges PSPACE-vollstindiges Problem einen Po-
lynomialzeitalgorithmus findet, dann kann man alle Probleme
aus PSPACE in Polynomialzeit entscheiden. Der etwas kurio-
se Stand der Wissenschaft PSPACE-vollstindige Probleme be-
treffend ist: Man kennt fiir kein einziges einen Polynomialzeit-
Algorithmus, man kann aber bislang auch nicht beweisen, dass
keine existieren.

Damit Sie aus den vorangegangenen Abschnitten nicht falsche
Schliisse ziehen, wollen wir zum Abschluss noch folgendes mit-
teilen: Man kann beweisen, dass es noch viel schwierigere Pro-
bleme gibt. Z. B. kennt man Probleme, fiir die jede Turingmaschi-

ne, die eines von ihnen 1ost, Laufzeit 22° hat. Und Analoges gilt
fiir hohere , Tiirme” von Exponenten.

165 UNENTSCHEIDBARE PROBLEME

In gewisser Weise noch schlimmer als Probleme, die exorbitan-
ten Ressourcenaufwand zur Losung erfordern, sind Probleme,
die man algorithmisch, also z. B. mit Turingmaschinen oder Java-
programmen, iiberhaupt nicht 16sen kann.

In diesem Abschnitt wollen wir zumindest andeutungsweise
sehen, dass es solche Probleme tatsédchlich gibt.

16.5.1 Codierungen von Turingmaschinen

Zunichst soll eine Moglichkeit beschrieben werden, wie man je-
de Turingmaschine durch ein Wort iiber dem festen Alphabet
A =1{[,1,0, 1} beschreiben kann. Nattirlich kann man diese Sym-
bole durch Worter tiber {0, 1} codieren und so die Alphabetgrofie
auf einfache Weise noch reduzieren.

Eine Turingmaschine T = (Z, zo, X, 0, f, g, m) kann man zum
Beispiel wie folgt codieren.

* Die Zustdnde von T werden ab 0 durchnummeriert.

¢ Der Anfangszustand bekommt Nummer 0.

¢ Alle Zustdande werden durch gleich lange Bindrdarstellun-
gen ihrer Nummern, umgeben von einfachen eckigen Klam-
mern, reprasentiert.

* Wir schreiben codz(z) fiir die Codierung von Zustand z.

¢ Die Bandsymbole werden ab 0 durchnummeriert.

¢ Das Blanksymbol bekommt Nummer 0.

¢ Alle Bandsymbole werden durch gleich lange Binardarstel-
lungen ihrer Nummern, umgeben von einfachen eckigen
Klammern, représentiert.

* Wir schreiben codx (x) fiir die Codierung von Bandsymbol
X.
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¢ Die moglichen Bewegungsrichtungen des Kopfes werden
durch die Worter [10], [00] und [01] (fiir —1, O und 1)
reprasentiert.

* Wir schreiben codp (1) fiir die Codierung der Bewegungs-
richtung 1.

¢ Die partiellen Funktionen f, g und m werden wie folgt
codiert:

— Wenn sie fiir ein Argumentpaar (z,x) nicht definiert
sind, wird das codiert durch das Wort cod¢gm(z,x) =
[codz(z)codx(x)[1[111].

— Wenn sie fiir ein Argumentpaar (z,x) definiert sind,
wird das codiert durch das Wort codfgm(z,x) =

[codz(z) codx(x)codz(f(z,x)) codx(g(z x)) codpm (m(z,x))].

- Die Codierung der gesamten Funktionen ist die Kon-
katenation aller cod¢gm(z,x) fiir alle z € Z und alle
x € X.

¢ Die gesamte Turingmaschine wird codiert als Konkatenati-
on der Codierung des Zustands mit der grofsten Nummer,
des Bandsymbols mit der grofiten Nummer und der Co-
dierung der gesamten Funktionen f, g und m.

* Wir schreiben auch T,, fiir die Turingmaschine mit Codie-
rung w.

Auch ohne dass wir das hier im Detail ausfithren, konnen Sie
hoffentlich zumindest glauben, dass man eine Turingmaschine
konstruieren kann, die fiir jedes beliebiges Wort aus A* feststellt,
ob es die Codierung einer Turingmaschine ist. Mehr wird fiir das
Verstdandnis des folgenden Abschnittes nicht benotigt.
Tatsdchlich kann man sogar noch mehr: Es gibt sogenannte
universelle Turingmaschinen. Eine universelle Turingmaschine U

¢ erhilt als Eingabe zwei Argumente, etwa als Wort [w1] [w;],

e tiberpriift, ob wy Codierung einer Turingmaschine T ist,
und

e falls ja, simuliert Schritt fiir Schritt die Arbeit, die T fiir
Eingabe w, durchfiihren wiirde,

¢ und falls T endet, liefert U am Ende als Ergebnis das, was
T geliefert hat.

16.5.2 Das Halteproblem

Der Kern des Nachweises der Unentscheidbarkeit des Haltepro-
blems ist Diagonalisierung. Die Idee geht auf Georg Ferdinand

Ludwig Philipp Cantor (1845-1918, siehe z. B. http://www-history.

mcs.st-and.ac.uk/Biographies/Cantor.html, 25.1.09), der sie
benutzte um zu zeigen, dass die Menge der reellen Zahlen nicht
abzahlbar unendlich ist. Dazu sei eine ,zweidimensionale un-
endliche Tabelle” gegeben, deren Zeilen mit Funktionen f; (i €
No) indiziert sind, und die Spalten mit Argumenten x; (j € No).
Eintrag in Zeile i und Spalte j der Tabelle sei gerade der Funk-
tionswert fi(x;). Die f;{ mogen als Funktionswerte zumindest 0
und 1 annehmen kdnnen.

gbi:skript:16 136 © worsch 2008/2009

universelle
Turingmaschine

Diagonalisierung


http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Biographies/Cantor.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Biographies/Cantor.html

16.1

16.2

fo fo(xo) folx1) folx2) folx3) folxa)
fi filxo) filx1) fi(x2) fi1(x3) fi(x4)
f2  falxo) falx1) falx2) fa(x3) fa(xs)
fa  f3lxo) f3(x1) f3(x2) f3(x3) f3(xa)
f4 falxo) falx1) falx2) falx3) fa(xs)

Cantors Beobachtung war (im Kern) die folgende: Wenn man die
Diagonale der Tabelle nimmt, also die Abbildung d mit d(x;) =
fi(xi) und dann alle Eintrige dndert, also

_ {1 falls f;(x;) = O

dlx:) = Fi (x:) —
(xi) i(xi) 0  sonst

dann erhdlt man eine Abbildung (,,Zeile”) d,

die sich von jeder Abbildung (,Zeile”) der gegebenen Tabelle
unterscheidet, denn fiir alle 1 ist

dxi) = fi(xq) # filxq) .

Die Ausnutzung dieser Tatsache ist von Anwendung zu Anwen-
dung (und es gibt in der Informatik mehrere, z. B. in der Kom-
plexitatstheorie) verschieden.

Im folgenden wollen wir mit Hilfe dieser Idee nun beweisen,
dass das Halteproblem unentscheidbar ist. Es ist keine Beschran-
kung der Allgemeinheit, wenn wir uns auf ein Alphabet A festle-
gen, iber dem wir bequem Codierungen von Turingmaschinen
aufschreiben konnen. Statt , Turingmaschine T hélt fiir Eingabe
w* sagen wir im folgenden kiirzer , T(w) halt”.

Das Halteproblem ist die formale Sprache

H={w € A" | w ist eine TM-Codierung und T,, (w) halt.}

Wir hatten weiter vorne erwihnt, dass es kein Problem darstellt,
fiir ein Wort festzustellen, ob es z. B. geméaf der dort beschriebe-
nen Codierung eine Turingmaschine beschreibt. Das wesentliche
Problem beim Halteproblem ist also tatsdchlich das Halten.
Satz. Das Halteproblem ist unentscheidbar, d. h. es gibt keine Turing-
maschine, die H entscheidet.
Beweis. Wir benutzen (eine Variante der) Diagonalisierung. In
der obigen grofien Tabelle seien nun die x; alle Codierungen
von Turingmaschinen in irgendeiner Reihenfolge. Und f; sei die
Funktion, die von der Turingmaschine, deren Codierung x; ist,
also Ty,, berechnet wird.

Da wir es mit Turingmaschinen zu tun haben, werden manche
der f;(x;) nicht definiert sein, da Ty, fiir Eingabe x; nicht hélt. Da
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die x; alle Codierungen von Turingmaschinen sein sollen, ist in
der Tabelle fiir jede Turingmaschine eine Zeile vorhanden.

Nun nehmen wir an, dass es doch eine Turingmaschine Ty,
gdbe, die das Halteproblem entscheidet, d.h. fiir jede Eingabe x;
hilt und als Ergebnis mitteilt, ob Ty, fiir Eingabe x; halt.

Wir fithren diese Annahme nun zu einem Widerspruch, indem
wir zeigen: Es gibt eine Art ,verdorbene Diagonale” d dhnlich
wie oben mit den beiden folgenden sich widersprechenden Ei-
genschaften.

* Einerseits unterscheidet sich d von jeder Zeile der Tabel-
le, also von jeder von einer Turingmaschine berechneten
Funktion.

» Andererseits kann auch d von einer Turingmaschine be-
rechnet werden.

Und das ist ganz einfach: Wenn die Turingmaschine Ty, existiert,
dann kann man auch den folgenden Algorithmus in einer Tu-
ringmaschine T; realisieren:

¢ Fiir eine Eingabe x; berechnet T3 zunéchst, welches Ergeb-
nis Ty, fiir diese Eingabe liefern wiirde.
¢ Dann arbeitet T; wie folgt weiter:

- Wenn Ty, mitteilt, dass Ty, (x1) hélt,
dann geht Ty in eine Endlosschleife.
— Wenn Ty, mitteilt, dass Ty, (xi) nicht halt,
dann hilt Ty (und liefert irgendein Ergebnis, etwa 0).

¢ Andere Moglichkeiten gibt es nicht, und in beiden Fallen
ist das Verhalten von Ty fiir Eingabe x; anders als das von
Ty, fiir die gleiche Eingabe.

Also: Wenn Turingmaschine Ty, existiert, dann existiert auch Tu-
ringmaschine T, aber jede Turingmaschine (Ty,) verhilt sich fiir
mindestens eine Eingabe (x;) anders als T5.

Das ist ein Widerspruch. Folglich war die Annahme, dass es
die Turingmaschine Ty, gibt, die H entscheidet, falsch. [

16.5.3 Die Busy-Beaver-Funktion

In Abschnitt 16.2 hatten wir BB3 als erstes Beispiel einer Tu-
ringmaschine gesehen. Diese Turingmaschine hat folgende Fi-
genschaften:

¢ Bandalphabet ist X = {0, 1}.
¢ Die Turingmaschine hat 3 + 1 Zustdnde, wobei

- in 3 Zustdnden fiir jedes Bandsymbol der ndchste Schritt
definiert ist,

— einer dieser 3 Zustdnde der Anfangszustand ist und

- in einem weiteren Zustand fiir kein Bandsymbol der
nédchste Schritt definiert ist (,,Haltezustand”).

¢ Wenn man die Turingmaschine auf dem leeren Band star-
tet, dann halt sie nach endlich vielen Schritten.
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Wir interessieren uns nun allgemein fiir Turingmaschinen mit
den Eigenschaften:

¢ Bandalphabet ist X = {0, 1}.
¢ Die Turingmaschine hat n + 1 Zustidnde, wobei

- in n Zustinden fiir jedes Bandsymbol der nichste
Schritt definiert ist,

- einer dieser n Zustdnde der Anfangszustand ist und

- in einem weiteren Zustand fiir kein Bandsymbol der
nédchste Schritt definiert ist (,,Haltezustand”).

e Wenn man die Turingmaschine auf dem leeren Band star-
tet, dann hilt sie nach endlich vielen Schritten.

Solche Turingmaschinen wollen wir der Einfachheit halber Biber-
maschinen nennen. Genauer wollen wir von einer n-Bibermaschine
reden, wenn sie, einschliefilich des Haltezustands n + 1 Zustan-
de hat. Wann immer es im folgenden explizit oder implizit um
Berechnungen von Bibermaschinen geht, ist immer die gemeint,
bei der sie auf dem vollstindig leeren Band startet. Bei BB3 ha-
ben wir gesehen, dass sie 6 Einsen auf dem Band erzeugt.

Abbildung 16.5: Europdischer ~ Biber (castor fiber), Bildquel-
le: http://upload.wikimedia.org/wikipedia/
commons/d/d4/Beaver_2. jpg

Eine Bibermaschine heifSe fleif$iger Biber, wenn sie am Ende die
maximale Anzahl Einsen auf dem Band hinterldsst unter allen
Bibermaschinen mit gleicher Zustandszahl.

Die Busy-Beaver-Funktion ist wie folgt definiert:

bb . D\‘+ — [N+
bb(n) = die Anzahl von Einsen, die ein fleifliger Biber mit

n + 1 Zustanden am Ende auf dem Band hinterldsst

Diese Funktion wird auch Radd-Funktion genannt nach dem un-
garischen Mathematiker Tibor Rad6, der sich als erster mit die-
ser Funktion beschiftigte. Statt bb(n) wird manchmal auch X(n)
geschrieben.

Da BB3 am Ende 6 Einsen auf dem Band hinterldsst, ist also
jedenfalls bb(3) > 6. Rad6 fand heraus, dass sogar bb(3) = 6 ist.
Die Turingmaschine BB3 ist also ein fliefSiger Biber.

Brady hat 1983 gezeigt, dass bb(4) = 13 ist. Ein entsprechen-
der fleifsiger Biber ist
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H. Marxen (http://www.drb.insel.de/ heiner/BB/, 24.1.09) und
J. Buntrock haben 1990 eine 5-Bibermaschine gefunden, die 4098
Einsen produziert und nach 47176870 Schritten halt. Also ist
bb(5) > 4098. Man weifd nicht, ob es eine 5-Bibermaschine gibt,
die mehr als 4098 Einsen schreibt.

Im Dezember 2007 haben Terry and Shawn Ligocki eine 6-
Bibermaschine gefunden, die mehr als 4.6 - 10'43? Einsen schreibt
und nach mehr als 2.5 - 102877 Schritten hilt. Also ist bb(6) >
4.6-10"3?. Nein, hier liegt kein Schreibfehler vor!

Man hat den Eindruck, dass die Funktion bb sehr schnell
wachsend ist. Das stimmt. Ohne den Beweis hier wiedergeben zu
wollen (Interessierte finden ihn z. B. in einem Aufsatz von J. Shal-
lit (http://grail.cba.csuohio.edu/ somos/beaver.ps, 24.1.09)
teilen wir noch den folgenden Satz mit. In ihm und dem unmit-
telbaren Korollar wird von der Berechenbarkeit von Funktionen
Ny — N, gesprochen. Damit ist gemeint, dass es eine Turing-
maschine gibt, die

¢ als Fingabe das Argument (zum Beispiel) in bindrer Dar-
stellung auf einem ansonsten leeren Band erhilt, und

¢ als Ausgabe den Funktionswert (zum Beispiel) in bindrer
Darstellung auf einem ansonsten leeren Band liefert.

Satz. Fiir jede berechenbare Funktion f : Ny — N, gibt es ein ng, so
dass fiir alle n. > ng gilt: bb(n) > f(n).
Korollar. Die Busy-Beaver-Funktion bb(n) ist nicht berechenbar.

16.6 AUSBLICK

Sie werden an anderer Stelle lernen, dass es eine weitere wich-
tige Komplexitatsklasse gibt, die NP heifit. Man weif3, dass P C
NP C PSPACE gilt, aber fiir keine der beiden Inklusionen weif3
man, ob sie echt ist. So wie fiir PSPACE gibt es auch fiir NP voll-
staindige Probleme. NP-vollstindige Probleme spielen an noch
viel mehr Stellen (auch in der Praxis) eine wichtige Rolle als
PSPACE-vollstindige. Und wieder ist es so, dass alle bekann-
ten Algorithmen exponentielle Laufzeit haben, aber man nicht
beweisen kann, dass das so sein muss.
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