17 RELATIONEN
17.1 AQUIVALENZRELATIONEN

17.1.1  Definition

In Abschnitt 11.2.1 hatten wir schon einmal erwihnt, dass eine
Relation R € M x M auf einer Menge M, die

¢ reflexiv,
¢ symmetrisch und
® transitiv

ist, Aquivalenzrelation heifdt. Das bedeutet also, dass

e fiir alle x € M gilt: (x,x) € R

e fiir alle x,y € M gilt: wenn (x,y) € R, dann auch (y,x) € R

e fiir alle x,y,z € M gilt: wenn (x,y) € R und (y,z) € R,
dann auch (x,z) € R,

Fiir Aquivalenzrelationen benutzt man oft Symbole wie =, ~
oder =, die mehr oder weniger deutlich an das Gleichheitszei-
chen erinnern, sowie Infixschreibweise. Dann liest sich die Defi-
nition so: Eine Relation = ist Aquivalenzrelation auf einer Men-
ge M, wenn gilt:

e VYxe M:x=x,
e VxeM:VyeM:x=y=—=y=x
e YxeM:VYyeM:VzeM:x=yAysz=x=z

Der Anlass fiir Symbole, die an das ,=" erinnnern, ist natiirlich
der, dass Gleichheit, also die Relation Id = {(x,x) | x € M}, auf
jeder Menge eine Aquivalenzrelation ist, denn offensichtlich gilt:

e VYxeM:x=x,
e YxeM:VYyeM:x=y=y=x
e YxeM:VYyeM:Vze M:x=yANy=z=x=1z

Ein klassisches Beispiel sind die ,,Kongruenzen modulo n” auf
den ganzen Zahlen. Es sei n € N. Zwei Zahlen x,y € Z heifsen
kongruent modulo n, wenn die Differenz x —y durch n teilbar,
also ein ganzzahliges Vielfaches von n, ist. Man schreibt typi-
scherweise x = y (mod n). Dass dies tatsidchlich Aquivalenzre-
lationen sind haben Sie in Mathematikvorlesungen mehr oder
weniger explizit gesehen.

¢ Die Reflexivitdt ergibt sich aus der Tatsache, dass x —x =0
Vielfaches von n ist.

¢ Die Symmetrie gilt, weil mit x —y auch y —x = —(x —y)
Vielfaches von n ist.

e Transitivitit: Wenn x —y = kym und y —z = kon (mit
ki,k2 € Z), dann ist auch x —z = (x —y)+ (y—2z) =
(k1 + k2)n ein ganzzahliges Vielfaches von n.
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17.1.2  Aquivalenzrelationen von Nerode

Als ein durchgehendes Beispiel in diesem und weiteren Abschnit-
ten betrachten wir eine Aquivalenzrelation =1, die durch eine
formale Sprache L C A* auf der Menge A* aller Worter induziert
wird. Sie heift die Aquivalenzrelation von Nerode. Die Relation ist
wie folgt definiert. Fiir alle wy, w, € A* ist

w1 ELW2<:>(VW€A*:W1W€L<:>W2W€L)

Wenn man das erste Mal mit dieser Definition konfrontiert ist,
muss man sie erfahrungsgemafS mehrfach lesen. Zwei Worter wj
und w; sind dann und nur dann dquivalent, wenn gilt: Gleich,
welches Wort w € A* man an die beiden anhdngt, immer sind
entweder beide Produkte wiw und wow in L, oder keines von
beiden. (Aber ist eines in L und das andere nicht.) Anders gesagt:
Zwei Worter sind genau dann nicht =1 -dquivalent, wenn es ein
Wort w € A* gibt, so dass genau eines der Worter wiw und
wow in L liegt, aber das andere nicht.

Betrachtet man das leere Wort w = ¢, dann ergibt sich ins-
besondere, dass wi =1 w; hochstens dann gelten kann, wenn
beide Worter in L liegen, oder beide nicht in L.

Nehmen wir als Beispiel das Alphabet A = {a, b} und die for-
male Sprache L = (a*b*) C A* aller Worter, in denen nirgends
das Teilwort ba vorkommt. Versuchen wir anhand einiger Bei-
spielpaare von Wortern, ein Gefiihl dafiir zu bekommen, welche
Worter =1 -dquivalent sind und welche nicht.

1. Wi = aaa und wy = a:

e Hingt man an beide Worter ein w € (ax) an, dann
sind sowohl wiw als auch wow in L.

¢ Hingt man an beide Worter ein w € (a*bb*) an, dann
sind ebenfalls wieder sowohl wyw als auch wow in L.

¢ Hangt man an beide Worter ein w an, das das Teil-
wort ba enthilt, dann enthalten wiw und wow beide
ba, sind also beide nicht in L.

* Andere Moglichkeiten fiir ein Suffix w gibt es nicht,
also sind die beiden Worter =1 -dquivalent.

2. Wi = aaab und w, = abb:

e Hingt man an beide Worter ein w € (b*) an, dann
sind sowohl w;w als auch wow in L.

¢ Hangt man an beide Worter ein w an, das ein a ent-
hilt, dann enthalten wyw und w>w beide das Teilwort
ba, sind also beide nicht in L.

* Andere Moglichkeiten gibt es nicht, also sind die bei-
den Worter =1 -dquivalent.

3. wi = aa und w, = abb:

¢ Hangt man an beide Worter w = a an, dann ist zwar
Wwiw = aaa € L, aber wow = abba ¢ L.
* Also sind die beiden Worter nicht =1 -dquivalent.

4. w1 = aba und w; = babb:
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¢ Beide Worter enthalten ba. Egal welches w € A* man
anhingt, bleibt das so, d. h. immer sind wiw ¢ L und
wow & L.

¢ Also sind die beiden Woérter =; -dquivalent.

5. w1 = ab und w; = ba:

e Daw; €L, aber w; ¢ L, zeigt schon das Suffix w = ¢,
dass die beiden Worter nicht = -dquivalent sind.

Die wesentliche Behauptung ist nun:

17.1 Lemma. Fiir jede formale Sprache L ist = eine Aquivalenzrela-
tion.

17.2 Beweis. Man priift nach, dass die drei definierenden Eigenschaf-
ten erfiillt sind.

¢ Reflexivitdt: Ist wi € A*, dann gilt fiir jedes w € A* offen-
sichtlich: wiw € L <= wiw € L.

¢ Symmetrie: Fiir wi,w, € A* und alle w € A* gelte: wiw €
L <= wyw € L. Dann gilt offensichtlich auch immer ww €
L<=wwelL.

¢ Transitivitit: Es seien wi, wy, w3 € A* und es moge gelten

YweA :wiwelL<=wwel (10)
YweA* :woywelL<=wywelL (11)

Wir miissen zeigen: Yw € A* : wiw € L < w3w € L
Sei dazu ein beliebiges w € A* gegeben. Falls wiw € List,
dann ist wegen (10) auch wow € L und daher wegen (11)
auch wiw € L. Analog folgt aus wiw ¢ L der Reihe nach
wow ¢ Lund waw ¢ L. Also gilt wiw € L <= w3zw € L.

17.1.3 Agquivalenzklassen und Faktormengen

Fir x € M heifit {y € M | x = y} die Aquivalenzklasse von x. Aquivalenzklasse
Man schreibt fiir die Aquivalenzklasse von x mitunter [x]= oder
einfach [x], falls klar ist, welche Aquivalenzrelation gemeint ist.
Fiir die Menge aller Aquivalenzklassen schreibt man M ,—
und nennt das manchmal auch die Faktormenge oder Faserung  Faktormenge
von M nach =, also M )= = {[x]= | x € M}. Faserung
Mitunter ist es niitzlich, sich anzusehen aus wievielen Aqui—
valenzklassen eine Faserung besteht. Nehmen wir als Beispiel
wieder die durch L = (axbx*) induzierte Nerode-Aquivalenz = .
Schaut man sich noch einmal die Argumentationen im voran-
gegangenen Abschnitt an, dann merkt man, dass jedes Wort zu
genau einem der drei Worter ¢, b und ba dquivalent ist. Mit an-
deren Worten besteht A7_ aus drei Aquivalenzklassen:

o [¢] = <a_*>
e [b] = (a*bb*)

e [ba] = (axbb*a(alb)*)

Die Wahl der Reprasentanten in dieser Aufzdhlung ist natiirlich
willkiirlich. Wir hitten genauso gut schreiben kdnnen:
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® [aaaaal = (a*)
¢ [aabbbbb] = (axbb*)
¢ [aabbaabbbal = (a*bb*a(al|b)*)

Die durch eine formale Sprache L induzierte Nerode-Aquivalenz
hat aber nicht immer nur endlich viele Aquivalenzklassen. Als
Beispiel betrachte man das schon in Abschnitt 14.4 diskutierte

L={a"b" |k e No}.

Fir diese Sprache besteht A’_ = aus unendlich vielen Aquiva-

lenzklassen. Ist ndamlich k # m, dann sind w; = a* und w, = a™
nicht dquivalent, wie man durch Anhdngen von w = bk sieht:

e wiw = akpk € L, aber
e Wow=ampk ¢ L.

Also ist zumindest jedes Wort ak, k € Ny in einer anderen Aqui-
valenzklasse. Jede dieser Aquivalenzklassen ist aber ihrerseits
unendlich grof3, denn Sie konnen sich tiberlegen, dass

[a¥l=, = {a"pY |x,y € NoAx—y =k}

ist.

Vielleicht lasst die Tatsache, dass es fiir die reguldre Sprache
(axbx) endlich viele Aquivalenzklassen gibt, aber fiir die nicht
reguldre Sprache L = {a*b¥ | k € Ny} unendlich viele, Sie schon
etwas ahnen.

17.2 KONGRUENZRELATIONEN

Mitunter hat eine Menge M, auf der eine Aquivalenzrelation
definiert ist, zusdtzliche ,Struktur”, bzw. auf M sind eine oder
mehrere Operationen definiert. Als Beispiel denke man etwa an
die ganzen Zahlen Z mit der Addition. Man kann sich dann z. B.
fragen, wie sich Funktionswerte d&ndern, wenn man Argumente
durch andere, aber dquivalente ersetzt.

17.2.1  Vertriglichkeit von Relationen mit Operationen

Um den Formalismus nicht zu sehr aufzublidhen, beschrianken
wir uns in diesem Unterabschnitt auf die zwei am h&ufigsten
vorkommenden einfachen Félle.

Es sei = eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M und f :
M — M eine Abbildung. Man sagt, dass = mit f vertriglich ist,
wenn fir alle x1,x2 € M gilt:

X1 =X — f(X]) = f(Xz) .

Ist o eine bindre Operation auf einer Menge M, dann heifien =
und o vertriglich , wenn fiir alle x7,x2 € M und alle y;,y2 € M
gilt:

X1 =x2/A\Y1 =Yz = x10Y1 =x20Y2 .
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Ein typisches Beispiel sind wieder die Aquivalenzrelationen ,,INO-

dulo n”. Diese Relationen sind mit Addition, Subtraktion und
Multiplikation vertraglich. Ist etwa

X1 =x%x2 (mod n) also x7—x2 =kn

und yj; =y (modn) also y;—y>=mn
dann ist zum Beispiel
(x14+y1) = (x2+y2) = (x1 =x2) + (y1 —y2) = (k+ m)n.
Mit anderen Worten ist dann auch
x1+y; =x2+y2 (modn).

Eine Aquivalenzrelation, die mit allen gerade interessierenden
Funktionen oder/und Operationen vertrdglich ist, nennt man
auch eine Kongruenzrelation.

Auch die Nerode-Aquivalenzen haben eine solche Eigenschaft.
Sei w’ € A* ein beliebiges Wort und sei f,,, : A* — A* die
Abbildung, die w’ an ihr Argument anhéngt, also f,,/(v) = vw’.
Wir behaupten, dass = mit allen f,, vertraglich ist. d. h.:

Ywi,wa € A* twy =1 wr = wiw’ = wow’

Wir miissen zeigen: Wenn wq = w; ist, dann ist auch wiw’ =
wow’. Gehen wir also davon aus, dass fir alle w € A* gilt:
wiw € L <= wow € L. Wir miissen zeigen, dass fiir alle v € A*
gilt: (wiw’)v € L <= (wyw’)v € L. Das geht ganz einfach. Sei
v € A* beliebig; dann gilt

(wiw'hvel <= wi(wv) el
—= wr(w'v) eL weil wi =1 wy
— (waw')Jvel.

17.2.2  Wohldefiniertheit von Operationen mit Aquivalenzklassen

Wann immer man eine Kongruenzrelation vorliegen hat, also
z.B. eine Aquivalenzrelation = auf M die mit einer bindren Ope-
ration o auf M vertraglich ist, induziert diese Operation auf M
eine Operation auf M /=. Analoges gilt fiir Abbildungen f : M —
M.

Betrachten wir wieder die Nerode-Aquivalenzen. L sei wie im-
mer eine beliebige formale Sprache L C A*. Eben hatten wir
uns iiberlegt, dass insbesondere fiir jedes x € A die Abbildung
fx : A¥ = A* i w — wx mit = vertrdglich ist.

Wir schreiben nun einmal hin:

fl Ajo, — AT W] ]

Der ganz entscheidende Punkt ist: Dies ist eine verniinftige De-
finition. Wenn Sie so etwas zum ersten Mal sehen, fragen Sie
sich vielleicht, warum es iiberhaupt Unsinn sein konnte. Nun:
Es wird hier versucht eine Abbildung zu definieren, die jede
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Aquivalenzklasse auf eine Aquivalenzklasse abbildet. Aber die
durch [w] beschriebene Klasse enthilt ja im allgemeinen nicht
nur w, sondern noch viele andere Worter. Zum Beispiel hatten
wir uns weiter vorne tiberlegt, dass im Fall L = (axb*) die Wor-
ter ¢, a, aZ, a3, usw. alle in einer Aquivalenzklasse liegen. Es ist
also [¢] = [a] = [a%] = - --. D.h., damit das, was wir eben fiir fl
hingeschrieben haben, wirklich eine Definition ist, die fiir jedes
Argument eindeutig einen Funktionswert festlegt, sollte dann bit-
te auch [ex] = [ax] = [a?x] = -- - sein. Und das ist so, denn hier

hinter steckt nichts anderes als die Forderung

W1 =1 W2 — WX =1 W2X

also  wi = wy = fx(w1) =1 fx(w2)

Und weil wir gesehen hatte, dass das gilt, sind wie man auch
sagt, die Abbildungen f} : A7_ — A’_ wohldefiniert. Die Ab-
bildungsvorschrift ist unabhdngig von der Wahl des Reprasen-
tanten der Aquivalenzklasse, die als Argument verwendet wird.

Allgemein gilt: Wenn = mit f : M — M vertrdglich ist, dann
ist f': M,= — M = : f'([x]) = [f(x)] wohldefiniert.

Zum Abschluss werfen wir einen letzten Blick auf die Nerode-
Aquivalenzen. Sei nun L eine formale Sprache, fiir die = nur
endlich viele Aquivalenzklassen hat. Wir schreiben zur Abkiit-
zung Z = A’_ und definieren

f:ZxA— Z:f(w],x) = [wx]

Diese Abbildung ist nach dem oben Gesagten wohldefiniert. Und
sie erinnert an endliche Automaten. Das ist Absicht. Legt man
namlich noch fest

® zo = [¢] und
e F={w][wel}

dann hat man einen endlichen Akzeptor, der genau die formale
Sprache L erkennt. Uberlegen Sie sich das!

Ohne Beweis teilen wir Ihnen noch die folgenden schonen Tat-
sachen mit: Fiir jede formale Sprache, die von einem endlchen
Akzeptor erkannt wird, hat = nur endlich viele Aquivalenz-
klassen. Und der gerade konstruierte Akzeptor ist unter allen,
die L erkennen, einer mit minimaler Zustandszahl. Und dieser
endliche Akzeptor ist bis auf Isomorphie (also Umbenenung von
Zustanden) sogar eindeutig.

17.3 HALBORDNUNGEN

Eine Thnen wohlvertraute Halbordnung ist die Mengeninklusion
C. Entsprechende Beispiele tauchen daher im folgenden immer
wieder auf, zumal Sie am Ende dieses Abschnittes sehen werden,
dass man zum Beispiel durch den Fixpunktsatz von Knaster-
Tarski fiir sogenannte vollstindige Halbordnungen noch einmal
einen neuen Blick auf kontextfreie Grammatiken bekommt.
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17.3.1  Grundlegende Definitionen

Eine Relation R € M x M heif$t antisymmetrisch, wenn fiir alle
X,y € M gilt:
xRy AyRx = x =y

Eine Relation R € M x M heifst Halbordnung, wenn sie

¢ reflexiv,
¢ antisymmetrisch und
® transitiv

ist. Wenn R eine Halbordnung auf einer Menge M ist, sagt man
auch, die Menge sei halbgeordnet.

Auf der Menge aller Worter iiber einem Alphabet A ist die
Relation C, ein einfaches Beispiel, die definiert sei vermoge der
Festlegung w1 Cp, Wy <= Ju € A* : wiu = wj. Machen Sie
sich zur Ubung klar, dass sie tatsdchlich die drei definierenden
Eigenschaften einer Halbordnung hat.

Es sei M’ eine Menge und M = 2M’ die Potenzmenge von
M. Dann ist die Mengeninklusion C eine Halbordnung auf M.
Auch hier sollten Sie noch einmal aufschreiben, was die Aus-
sagen der drei definierenden Eigenschaften einer Halbordnung
sind. Sie werden merken, dass die Antisymmetrie eine Moglich-
keit an die Hand gibt, die Gleichheit zweier Mengen zu beweisen
(wir haben das auch schon ausgenutzt).

Wenn R Halbordnung auf einer endlichen Menge M ist, dann
stellt man sie manchmal graphisch dar. Wir hatten schon in Un-
terabschnitt 11.1.4 darauf hingewiesen, dass Relationen und ge-
richtete Graphen sich formal nicht unterscheiden. Betrachten wir
als Beispiel die halbgeordnete Menge (2{*¢}, C). Im zugehdri-
gen Graphen fiihrt eine Kante von M7 zu M;, wenn M; C M,
ist. Es ergibt sich also die Darstellung aus Abbildung 17.1. Wie
man sieht wird das ganze recht schnell relativ uniibersichtlich.
Dabei ist ein Teil der Kanten nicht ganz so wichtig, weil deren
Existenz ohnehin klar ist (wegen der Reflexivitdt) oder aus an-
deren Kanten gefolgert werden kann (wegen der Transitivitat).
Deswegen wihlt man meist die Darstellung als sogenanntes Has-
se-Diagramm dar. Das ist eine Art ,Skelett” der Halbordnung, bei
dem die eben angesprochenen Kanten fehlen. Genauer gesagt ist
es der Graph der Relation (R~ 1Id) ~ (R~ Id)2. In unserem Bei-
spiel ergibt sich aus Abbildung 17.1 durch Weglassen der Kanten
Abbildung 17.2.

17.3.2 , Extreme” Elemente

Es sei (M, C) eine halbgeordnete Menge und T eine beliebige
Teilmenge von M.

Ein Element x € T heif$t minimales Element von T, wenn es
keiny € T gibt mit y C x und y # x. Ein Element x € T heifst
maximales Element von T, wenn es kein y € T gibt mit x C y und
X £ Y.

Ein Element x € T heifdt grofites Element von T, wenn fiir alle
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Abbildung 17.1: Die Halbordnung (2{@-*-¢}, C) als Graph

y € T gilt: y C x. Ein Element x € T heifst kleinstes Element von T,
wenn fiir alley € T gilt: x C y.

Eine Teilmenge T kann mehrere minimale (bzw. maximale)
Elemente besitzen, aber nur ein kleinstes (bzw. grofites). Als Bei-
spiel betrachte man die Teilmenge T C 2{¢b.¢} aller Teilmengen
von {a, b, c}, die nichtleer sind. Diese Teilmenge besitzt die drei
minimalen Elemente {a}, {b} und {c}. Und sie besitzt ein grofites
Element, ndmlich {a, b, c}.

Ein Element x € M heif$t obere Schranke von T, wenn fiir alle
y € T gilt: y C x. Ein x € M heifst untere Schranke von T, wenn
fur alley € T gilt: x C y. In der Halbordnung (2tabel C) besitzt
zum Beispiel T = {{},{a}, {b}} zwei obere Schranken: {a, b} und
{a, b, c}. Die Teilmenge T = {{}, {a}, {b}, {a, b}} besitzt die gleichen
oberen Schranken.

In einer Halbordnung muss nicht jede Teilmenge eine obere
Schranke besitzen. Zum Beispiel besitzt die Teilmenge aller Ele-

mente der Halbordnung mit dem Hassediagramm " keine
obere Schranke.

Besitzt die Menge der oberen Schranken einer Teilmenge T
ein kleinstes Element, so heifst dies das Supremum von T und
wir schreiben dafiir | | T (oder sup(T)).

Besitzt die Menge der unteren Schranken einer Teilmenge T
ein grofstes Element, so heifst dies das Infimum von T. Das wer-
den wir in dieser Vorlesung aber nicht benotigen.

Wenn eine Teilmenge kein Supremum besitzt, dann kann das
daran liegen, dass sie gar keine oberen Schranken besitzt, oder
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Abbildung 17.2: Hassediagramm der Halbordnung (2{¢/b-¢}, C)

daran, dass die Menge der oberen Schranken kein kleinstes Ele-
ment hat. Liegt eine Halbordnung der Form (2M, C), dann be-
sitzt aber jede Teilmenge T C 2M ein Supremum. || T ist dann
ndmlich die Vereinigung aller Elemente von T (die Teilmengen
von M sind).

17.3.3 Vollstindige Halbordnungen

Eine aufsteigende Kette ist eine abzdhlbar unendliche Folge (xo,
X1, X2,...) von Elementen einer Halbordnung mit der Eigen-
schaft: Vi € Ng : x{ C X4 1.

Eine Halbordnung heifst vollstindig, wenn sie ein kleinstes Ele-
ment besitzt und jede aufsteigende Kette ein Supremum besitzt.
Fiir das kleinste Element schreiben wir im folgenden _L. Fiir das
das Supremum einer aufsteigenden Kette xo T x1 C x; C ---
schreiben wir | |; ;.

Ein ganz wichtiges Beispiel fiir eine vollstindige Halbordnung
ist die schon mehrfach erwahnte Potenzmenge 2M’ einer Menge
M’ mit Mengeninklusion C als Relation. Das kleinste Element
ist die leere Menge (). Und das Supremum einer aufsteigenden
Kette To C Ty C T, C--- ist |_|iTi =UT.

Andererseits ist (No, <) keine vollstindige Halbordung, denn
unbeschrdankt wachsende aufsteigende Ketten wie z.B. 0 < 1 <
2 < -+ - besitzen kein Supremum in No. Wenn man aber noch ein
weiteres Element u , {iber” allen Zahlen hinzufiigt, dann ist die
Ordnung vollstindig. Man setzt also N = No U {u} und definiert

xCy<= (x,yeNoAx<y)V(y=u)
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Weil wir es spéter noch brauchen kénnen, definieren wir auch
noch N’ = Ny U{uy, u,} mit der totalen Ordnung

xCy<= (xy eNoAx<yY)V (x e NoUfus}Ay =) Vy =,
also sozusagen
OCTCE2CE3C---Cw Eup

Ein anderes Beispiel einer (sogar totalen) Ordnung, die nicht voll-
standig ist, werden wir am Ende von Abschnitt 17.4 sehen.

17.3.4 Stetige Abbildungen auf vollstindigen Halbordnungen

Es sei C eine Halbordnung auf einer Menge M. Eine Abbildung
f: M — M heifst monoton, wenn fiir alle x, y € M gilt: x C y =
f(x) E f(y).

Zum Beispiel ist die Abbildung f(x) = x + 1 auf der Halbord-
nung (Np, <) monoton. Die Abbildung f(x) = x mod 5 ist auf
der gleichen Halbordnung dagegen nicht monoton, denn es ist
zwar 3 < 10, aber (3) =3 € 0 = 1(10).

Eine Abbildung f : D — D auf einer vollstindigen Halb-
ordnung (D,C) heifit stetig, wenn fiir jede aufsteigende Kette
xo Ex1 Exa E--- gilt: £(| ] xq) = [ ]; f(xq).

Betrachten wir als erstes Beispiel noch einmal die vollstindige
Halbordnung N’ = No U {uj,u,} von eben. Die Abbildung f :
N’ — N’ mit

x+1 falls x € Ng
f(x) =< ug falls x = u,

u; falls x = u;

ist stetig. Denn fiir jede aufsteigende Kette xo C x7 T x C ---
gibt es nur zwei Moglichkeiten:

* Die Kette wird konstant. Es gibt also ein n” € N’ und ein
i € Np so dass gﬂt: Xo Ex1 Ex2 - & X4 =Xi41 =
xi+2 = --- = n’. Dann ist jedenfalls | |; x; = n’. Es gibt
nun drei Unterfélle zu betrachten:

— Wenn n’ = u; ist, dann ist wegen f(uz) = u; ist auch
LJ; f(xi) = up, also ist f(| ]; xi) = [; f(x1).
- Wenn n’ = w4, gilt eine analoge Uberlegung.

- Wenn n’ € No ist, dann ist f(| |; xi) = f(n’) =n’+1.
Andererseits ist die Kette der Funktionswerte f(xg) C
f(x1) C f(x2) E -+ C f(xi) = flxit1) = flxi2) =
co=f(n') =n'+1. Also ist (| ]; xi) = LJ; f(xi).

* Der einzige andere Fall ist: die Kette wird nicht konstant.
Dann miissen alle x; € Ny sein, und die Kette wichst un-
beschrankt. Das gleiche gilt dann auch fiir die Kette der
Funktionswerte. Also haben beide als Supremum u; und
wegen f(uq) =wuy ist (| |; xi) = [I; f(xi).
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Der letzte Fall zeigt einem auch gleich schon, dass dagegen die
folgende Funktion g : N’ — N nicht stetig ist:

x4+ 1 falls x € Np
g(x) =< uy falls x = u,q
Uy falls x = u,

Der einzige Unterschied zu f ist, dass nun g(u;) = u;. Eine un-
beschrankt wachsende Kette xo C x7 C x, C --- nichtnegativer
ganzer Zahlen hat Supremem uy, so dass g(|_|; xi) = u; ist. Aber
die Kette der Funktionswerte g(xo) C g(x1) C g(x2) C --- hat
Supremem | J; g(xi) = w1 # g(L; xi).

Der folgende Satz ist eine abgeschwéachte Version des soge-
nannten Fixpunktsatzes von Knaster und Tarski.
Satz. Esseif: D — D eine monotone und stetige Abbildung auf einer
vollstindigen Halbordnung (D, C) mit kleinstem Element L. Elemen-
te xi € D seien wie folgt definiert:

X0 =1
Vie Ng:xip1 = f(xi)

Dann gilt:

1. Die x; bilden eine Kette: xo Tx1 Cxp C ---.

2. Das Supremum x¢ = | |; x; dieser Kette ist Fixpunkt von f, also
f(Xf) = Xf.

3. x¢ ist der kleinste Fixpunkt von f: Wenn f(y¢) = yg ist, dann
ist x¢ C ys.

17.4 Beweis. Mit den Bezeichnungen wie im Satz gilt:

1. Dass fiir alle i € No gilt x; T xi41, sieht man durch voll-
standige Induktion: xo T x7 gilt, weil xo =1 das kleinste
Element der Halbordnung ist. Und wenn man schon weif3,
dass xi C xi41 ist, dann folgt wegen der Monotonie von f
sofort f(xi) C f(xi,1), also Xi+1 & Xi42.

2. Wegen der Stetigkeit von f ist f(x¢) = f(|]; xi) = L; f(xi) =
|l; xi+1. Die Folge der x;.1 unterscheidet sich von der Fol-
ge der x; nur durch das fehlende erste Element L. Also
haben ,natiirlich” beide Folgen das gleiche Supremum x¢;
also ist f(x¢) = x¢.

Falls Sie das nicht ganz ,natiirlich” fanden, hier eine ganz
genaue Begriindung:

e Einerseits ist fiir alle i > 1: x4 T |]; xi+1. Aufler-
dem ist L=xo C | |; Xi4+1. Also ist | |; xi41 eine obere
Schranke fiir alle x, 1 € No, also ist | |; xi T | |; Xi+1.

e Andererseits ist fir alle i > 1: x; T | J; x4. Also ist
LJ; xi eine obere Schranke fiir alle x; 11, i € No, also
ist | |; xi41 C [ x4

e Aus |_|i xi C I_Ii Xi4+1 und |_|i Xit1 T |_|i Xi fOlgt mit
der Antisymmetrie von C sofort die Gleichheit der
beiden Ausdriicke.
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3. Durch Induktion sieht man zunéchst einmal: Vi € Ng : x; C
y¢. Denn xo C ys gilt, weil xo =L das kleinste Element der
Halbordnung ist. Und wenn man schon weifs, dass x; C yr
ist, dann folgt wegen der Monotonie von f sofort f(x;) T
f(ys), also xi41 C y¢. Also ist ys eine obere Schranke der
Kette, also ist gilt fiir die kleinste obere Schranke: x¢ =
Ll xi C ys-

]

Dieser Fixpunktsatz (und dhnliche) finden in der Informatik an
mehreren Stellen Anwendung. Zum Beispiel kann er Thnen in
Vorlesungen iiber Sematik von Programmiersprachen wieder be-
gegnen.

Hier konnen wir Thnen schon andeuten, wie er im Zusam-
menhang mit kontextfreien Grammatiken niitzlich sein kann. Be-
trachten wir als Terminalzeichenalphabet T = {a, b} und die kon-
textfreie Grammatik G = ({X}, T, X, P) mit Produktionenmenge
P = {X — aXb | ¢}. Als halbgeordnete Menge D verwenden wir
die Potenzmenge D = 27" der Menge aller Worter mit Inklusion
als Halbordnungsrelation. Die Elemente der Halbordnung sind
also Mengen von Wortern, d. h. formale Sprachen. Kleinstes Ele-
ment der Halbordnung ist die leere Menge (). Wie erwéhnt, ist
diese Halbordnung vollstandig.

Es sei nun f : D — D die Abbildung mit f(L) = {a}L{b} U{e}.
Der Bequemlichkeit halber wollen wir nun einfach glauben, dass
f stetig ist. (Wenn Ihnen das nicht passt, priifen Sie es nach. Es
ist nicht schwer.) Der Fixpunktsatz besagt, dass man den klein-
sten Fixpunkt dieser Abbildung erhilt als Supremum, hier also
Vereinigung, aller der folgenden Mengen:

Lo=0

Ly = f(Lo) = {a}Lo{b} U{e}
= {e}

Ly =f(Ly) = {alli{ptU{e}
={ab, ¢}

L3 = f(Lz) ={alla{b} U{e}
= {aabb, ab, ¢}

Sie sehen, wie der Hase lauft. Der kleinste Fixpunkt ist L =
{a*b® | k € Np}. Das ist auch genau die Sprache, die die Gram-
matik erzeugt. Und L ist Fixpunkt von f, also

L ={ajl{b} U{e}

Es ist also sozusagen die kleinste Losung der Gleichung X =
{a}X{b} U{e}. Was das mit den Produktionen der Grammatik zu
tun, sehen Sie vermutlich.

17.4 ORDNUNGEN

Eine Relation R € M x M ist eine Ordnung, oder auch genauer
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totale Ordnung, wenn R Halbordnung ist und auflerdem gilt:
Vx,y € M : xRy V yRx

Wie kann man aus der weiter vorne definierten Halbordnung
C, auf A* eine totale Ordnung machen? Dafiir gibt es natiir-
lich verschiedene Moglichkeiten. Auf jeden Fall muss aber z.B.
festgelegt werden, ob a C b oder b L a.

Es ist also auf jeden Fall eine totale Ordnung C 5 auf den Sym-
bolen des Alphabetes erforderlich. Nehmen wir an, wir haben
das: also z.B.aCa b.

Dann betrachtet man des 6fteren zwei sogenannte lexikographi-
sche Ordnungen. Die eine ist die naheliegende Verallgemeinerung
dessen, was man aus Worterbtichern kennt. Die andere ist fiir al-
gorithmische Zwecke besser geeignet.

¢ Die lexikographische Ordnung C 1, nach der Worter im Le-
xika usw. sortiert sind, kann man wie folgt definieren. Sei-
en wi, Wy € A*. Dann gibt es das eindeutig bestimmte ma-
ximal lange gemeinsame Prifix von wi und w;, also das
maximal lange Wort v € A*, so dass es uj,u; € A* gibt
mit wi = vuy und w, =vu;. Drei Félle sind moglich:
1. Falls v =wy ist, gilt wi C7 wy.
2. Falls v =w; ist, gilt wp T7 wy.
3. Falls wy # v # wy, gibtes x,y € A und uj,u) € A*
mit
- x #y und
- wi; =vxu; und wy =vyu.
Dann gilt w1 &1 wy <= x Ca v.
Muss man wie bei einem Worterbuch nur endlich viele
Worter ordnen, dann ergibt sich zum Beispiel

aliaalq aaa g aaaa
L1 ab L7 aba L7 abbb
L1 by baaaaaa 1 baab
C1 bbbbb

Allgemein auf der Menge aller Worter ist diese Ordnung
aber nicht ganz so ,harmlos”. Wir gehen gleich noch dar-
auf ein.

¢ Eine andere lexikographische Ordnung C; auf A* kann
man definieren vermoge der Festlegungen: wy T, w; gilt
genau dann, wenn

— entweder (wq| < [w3]
- oder (wq| = [wz| und wy C7 w; gilt.
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Diese Ordnung beginnt also z.B. im Falle A = {a, b} mit
der naheliegenden Ordnung C o so:

elLralyb
Craa Ty ab )y balybb
Craaal)---LC) bbb
Ly aaaa Ly --- 5 bbbb

Wir wollen noch darauf hinweisen, dass die lexikographische
Ordnung C; als Relation auf der Menge aller Worter einige Ei-
genschaften hat, an die man als Anfianger vermutlich nicht ge-
wohnt ist. Zundchst einmal merkt man, dass die Ordnung nicht
vollstandig ist. Die aufsteigende Kette

eLialjaaljaaaljaaaalyg---

besitzt kein Supremum. Zwar ist jedes Wort, das mindestens ein
b enthilt, obere Schranke, aber es gibt keine kleinste. Das merkt
man, wenn man die absteigende Kette

b -y ab 17 aab J7 aaab Jq aaaab 17 - --

betrachtet. Jede obere Schranke der aufsteigenden Kette muss
ein b enthalten. Aber gleich, welche obere Schranke w man be-
trachtet, das Wort a""/b ist eine echt kleine obere Schranke. Also
gibt es keine kleinste.

Dass es sich bei obigen Relationen tiberhaupt um totale Ord-
nungen handelt, ist auch unterschiedlich schwer zu sehen. Als
erstes sollte man sich klar machen, dass C; auf der Menge A™
aller Worter einer festen Lange n eine totale Ordnung ist. Das
liegt daran, dass fiir verschiedene Worter gleicher Lange niemals
Punkt 1 oder Punkt 2 zutrifft. Und da C 4 als totale Ordnung vor-
ausgesetzt wird, ist in Punkt 3 stets x Ca y oder y Ca x und
folglich wy 7 w; oder wy C7 wy.

Daraus folgt schon einmal das auch T, auf der Menge A™
aller Worter einer festen Lange n eine totale Ordnung ist, und
damit tiberhaupt eine totale Ordnung.

Fiir &7 muss man dafiir noch einmal genauer Worter unter-
schiedlicher Linge in Betracht ziehen. Wie bei der Formulie-
rung der Definition schon suggeriert, decken die drei Punkte
alle Moglichkeiten ab.

17.5 AUSBLICK

Vollstandige Halbordnungen spielen zum Beispiel eine wichtige
Rolle, wenn man sich mit sogenannter denotationaler Semantik
von Programmiersprachen beschiftigt und die Bedeutung von
while-Schleifen und Programmen mit rekursiven Funktionsauf-
rufen préazisieren will. Den erwdhnten Fixpunktsatz (oder ver-
wandte Ergebnisse) kann man auch zum Beispiel bei der automa-
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tischen statischen Datenflussanalyse von Programmen ausnut-
zen. Diese und andere Anwendungen werden ihnen in weiteren
Vorlesungen begegnen.
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